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Global contractivity for Langevin dynamics with
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in time propagation of chaos

Katharina Schuha

Universität Bonn, Institut für Angewandte Mathematik, Endenicher Allee 60, 53115 Bonn, Germany, akatharina.schuh@uni-bonn.de

Abstract. We study the long-time behaviour of both the classical second-order Langevin dynamics and the nonlinear second-order
Langevin dynamics of McKean–Vlasov type. By a coupling approach, we establish global contraction in an L1 Wasserstein distance
with an explicit dimension-free rate for pairwise weak interactions. For external forces corresponding to a κ-strongly convex potential a
contraction rate of order O(

√
κ) is obtained in certain cases. But the result is not restricted to these forces. It rather includes multi-well

potentials and non-gradient-type external forces as well as non-gradient-type repulsive and attractive interaction forces. The proof is
based on a novel distance function which combines two contraction results for large and small distances and uses a coupling approach
adjusted to the distance. By applying a componentwise adaptation of the coupling we provide uniform in time propagation of chaos
bounds for the corresponding mean-field particle system.

Résumé. Nous étudions le comportement en temps long de la dynamique de second ordre de Langevin ainsi que sa version non linéaire
de type McKean–Vlasov. Par une approche par couplage, nous établissons la contraction globale en distance de Wasserstein L1 avec un
taux explicite indépendant de la dimension dans le cas d’une faible interaction par paire. Lorsque la force de confinement correspond à
un potentiel κ-fortement convexe, un taux de contraction de l’ordre de O(

√
κ) est obtenu dans certains cas. Mais le résultat ne se limite

pas à ce type de forces. En effet, il est possible de considérer également des confinements de type non gradient et multi-puits ainsi
que des interactions non gradients atractives ou répulsives. Notre preuve repose sur une nouvelle fonction distance qui combine deux
résultats de contraction pour les petites et grandes distances et utilise ainsi un couplage adapté. En utilisant une adaptation coordonnée
par coordonnée du couplage nous obtenons la propagation du chaos uniforme en temps pour le système de particules à champ moyen
associé.
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Abstract. We consider a system of N neurons, each spiking randomly with rate depending on its membrane potential. When a neuron
spikes, its potential is reset to 0 and all other neurons receive an additional amount h/N of potential, where h > 0 is some fixed
parameter. In between successive spikes, each neuron’s potential follows a deterministic flow with drift b expressing both the attraction
to an equilibrium potential and some leakage factors. While the propagation of chaos of the system, as N → ∞, to a limit nonlinear
jumping stochastic differential equation has already been established in a series of papers, see (J. Stat. Phys. 158 (2015) 866–902, Ann.
Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 52 (2016) 1844–1876, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 58 (2022) 343–378), the present paper
is devoted to the associated central limit theorem. More precisely we study the measure valued process of fluctuations at scale N−1/2

of the empirical measures of the membrane potentials, centered around the associated limit. We show that this fluctuation process,
interpreted as càdlàg process taking values in a suitable weighted Sobolev space, converges in law to a limit process characterized by
a system of stochastic differential equations driven by Gaussian white noise. We complete this picture by studying the fluctuations, at
scale N−1/2, of the membrane potential processes around their associated limit quantities, giving rise to a mesoscopic approximation
of the membrane potentials that take into account the correlations within the finite system.

Résumé. Nous considérons un système de N neurones. Chaque neurone décharge un potentiel d’action à des instants aléatoires, à
un taux qui dépend de son potentiel de membrane. Ce potentiel est alors remis à 0, et tous les autres neurones reçoivent une charge
supplémentaire de h/N , où h > 0 est un paramètre fixé. Entre deux décharges successives, le potentiel de membrane de chaque neurone
est attiré vers un potentiel d’équilibre et évolue selon un flot déterministe avec dérive b. Alors que la propriété de propagation du chaos
du système, lorsque N → ∞, vers la solution d’une équation différentielle stochastique non-linéaire à sauts a déjà été établie dans une
série d’articles, voir (J. Stat. Phys. 158 (2015) 866–902, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 52 (2016) 1844–1876, Ann. Inst. Henri
Poincaré Probab. Stat. 58 (2022) 343–378), cet article est consacré à l’étude des fluctuations associées. Plus précisément, nous étudions
le processus à valeurs mesures des fluctuations des mesures empiriques, centrées autour de leur limite, et renormalisées par N−1/2.
Nous montrons que ce processus, interprété comme processus càdlàg à valeurs dans un espace de Sobolev convenable, converge en
loi vers un processus limite qui est caractérisé par un système d’équations différentielles stochastiques, dirigées par un bruit blanc
gaussien. Nous complétons ce résultat par l’étude des fluctuations, à l’échelle N−1/2, des processus de potentiel de membrane, autour
de leurs limites respectives. Nous obtenons ainsi une approximation mésoscopique des processus potentiel de membrane qui tient
compte des corrélations présentes dans le système fini.

MSC2020 subject classifications: 60G55; 60F05; 60G57; 92B20

Keywords: Convergence of fluctuations; Weighted Sobolev spaces; Systems of interacting neurons; Piecewise deterministic Markov processes;
Mean field interactions
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Abstract. The empirical optimal transport (OT) cost between two probability measures from random data is a fundamental quantity
in transport based data analysis. In this work, we derive novel guarantees for its convergence rate when the involved measures are
different, possibly supported on different spaces. Our central observation is that the statistical performance of the empirical OT cost
is determined by the less complex measure, a phenomenon we refer to as lower complexity adaptation of empirical OT. For instance,
under Lipschitz ground costs, we find that the expected error between the empirical OT cost based on n observations and the population
quantity decreases with rate n−1/d if one of the two measures is concentrated on a d-dimensional manifold, while the other can be
arbitrary. For semi-concave ground costs, we show that the upper bound for the rate improves to n−2/d . Similarly, our theory establishes
the general convergence rate n−1/2 for semi-discrete OT. All of these results are valid in the two-sample case as well. Our findings
therefore suggest that the curse of dimensionality only affects the estimation of the OT cost when both measures exhibit a high intrinsic
dimension. Our proofs are based on the dual formulation of OT as a maximization over a suitable function class Fc and the observation
that the c-transform of Fc under bounded costs has the same uniform metric entropy as Fc itself.

Résumé. Le coût empirique de transport optimal (OT) entre deux mesures de probabilité issues de données aléatoires est une quantité
fondamentale pour l’analyse de données basée sur la théorie du transport optimal. Dans ce travail, nous dérivons de nouvelles garanties
pour le taux de convergence de cette quantité quand les mesures en jeu sont différentes et potentiellement supportées sur des espaces
différents. Notre observation centrale est que la performance statistique du coût de transport empirique est déterminée par la mesure
dont la complexité est la plus faible, un phénomène que nous nommons l’adaptivité à la complexité la plus faible du coût de transport
empirique. Par exemple, dans le cas d’une fonction de coût lipschitzienne, nous trouvons que l’espérance de l’erreur entre le coût
de transport optimal empirique basé sur n observations et son équivalent dans la population décroît à un taux n−1/d si une des deux
mesures est concentrée sur une variété de dimension d, l’autre mesure pouvant être arbitraire. Pour des fonctions de coût semi-concaves,
nous montrons que la borne supérieure pour le taux est meilleure et d’ordre n−2/d . De manière similaire, notre théorie montre que le
taux n−1/2 est atteint pour le transport semi-discret. Tous les résultats s’appliquent aussi au cas de deux échantillons. Nos résultats
suggèrent que le fléau de la dimension n’affecte l’estimation du coût de transport optimal que quand les deux mesures ont une dimension
intrinsèque élevée. Nos preuves se basent sur la formulation duale du problème de transport optimal, une maximisation sur une classe
de fonctions Fc, et l’observation que la c-transformée de Fc, dans le cas de fonctions de coûts bornées, a la même entropie métrique
uniforme que Fc elle-même.

MSC2020 subject classifications: Primary 62R07; 62G20; 62G30; 49Q22; secondary 62E20; 62F35; 60B10
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Central limit theorems for general transportation costs
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Abstract. We consider the problem of optimal transportation with general cost between an empirical measure and a general target
probability on R

d , with d ≥ 1. We provide results on asymptotic stability of optimal transport potentials under minimal regularity
assumptions on the costs or the underlying probability. This stability is combined with a refined linearization technique based on the
sequential compactness of the closed unit ball in L2(P ) for the weak topology and the strong convergence of Cesàro means along
subsequences. As a result we obtain a CLT for the transportation cost under sharp smoothness and moment assumptions, giving a
positive answer to a conjecture in (Ann. Probab. 47 (2019) 926–951) for the quadratic costs.

Résumé. Nous considérons le problème du transport optimal avec coût général entre une mesure empirique et une probabilité cible
générale sur Rd , avec d ≥ 1. Nous fournissons des résultats sur la stabilité asymptotique des potentiels de transport optimal sous des
hypothèses minimales de régularité sur les coûts ou les probabilités sous-jacentes. Cette stabilité est combinée avec une technique de
linéarisation affinée basée sur la compacité séquentielle de la boule fermée unité dans L2(P ) pour la topologie faible et la convergence
forte des moyennes de Cesàro le long de sous-suites. En conséquence, nous obtenons un Théorème Limite en distribution pour le coût
de transport sous des hypothèses minimales, donnant une réponse positive à une conjecture dans (Ann. Probab. 47 (2019) 926–951)
pour les coûts quadratiques.
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Abstract. We consider small noise perturbations to an ordinary differential equation (ODE) that have a uniform absorbing state
and exhibit transient dynamics in the sense that interesting dynamical behaviors governed by transient states display over finite time
intervals and the eventual dynamics is simply controlled by the absorbing state. To capture the transient states, we study the noise-
vanishing concentration of the so-called quasi-stationary distributions (QSDs) that describe the dynamics before reaching the absorbing
state. By establishing concentration estimates based on constructed uniform-in-noises Lyapunov functions, we show that QSDs tend to
concentrate on the global attractor of the ODE as noises vanish, and that each limiting measure of QSDs, if exists, must be an invariant
measure of the ODE. Overcoming difficulties caused by the degeneracy and singularity of noises at the absorbing state, we further
show the tightness of the family of QSDs under additional assumptions motivated by applications, that not only validates a priori
information on the concentration of QSDs, but also asserts the reasonability of using QSDs in the mathematical modeling of transient
states. Our approaches to the concentration and tightness of QSDs are purely analytic without probabilistic heuristics. Applications to
diffusion approximations of chemical reactions and birth-and-death processes of logistic type are also discussed. Rigorously studying
the transient dynamics and characterizing the transient states, our study is of both theoretical and practical significance.

Résumé. Nous considérons de petites perturbations par le bruit d’une équation différentielle ordinaire (EDO) qui ont un état
d’absorption uniforme et présentent une dynamique transiente dans le sens où des comportements dynamiques intéressants régis par des
états transients apparaissent sur des intervalles de temps finis et la dynamique finale est simplement contrôlée par l’état d’absorption.
Pour capturer les états transients, nous étudions la concentration en fonction du bruit des distributions dites quasi-stationnaires (QSD)
qui décrivent la dynamique avant d’atteindre l’état absorbant. En établissant des estimations de concentration basées sur des fonctions
de Lyapunov construites uniformément par rapport au bruit, nous montrons que les QSD ont tendance à se concentrer sur l’attracteur
global de l’EDO lorsque le bruit disparaît, et que chaque mesure limite des QSD, si elle existe, doit être une mesure invariante de
l’EDO. Surmontant les difficultés causées par la dégénérescence et la singularité des bruits à l’état absorbant, nous montrons en outre
la tension de la famille des QSD sous des hypothèses supplémentaires motivées par des applications, ce qui non seulement vérifie les
informations a priori sur la concentration des QSD, mais aussi confirme le bien-fondé de l’utilisation des QSD dans la modélisation
mathématique des états transients. Nos approches de la concentration et de la tension des QSD sont purement analytiques, sans heuris-
tique probabiliste. Les applications aux approximations de diffusion des réactions chimiques et processus de naissance et de mort de
type logistique sont également discutées. En étudiant rigoureusement la dynamique transiente et en caractérisant les états transients,
notre étude présente un intérêt à la fois théorique et pratique.
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Abstract. In this article we establish a new formula for the difference of a test function of the solution of a stochastic differential
equation and of the test function of an Itô process. The introduced formula essentially generalizes both the classical Alekseev–Gröbner
formula from the literature on deterministic differential equations as well as the classical Itô formula from stochastic analysis. The dis-
covered formula, which we suggest to refer to as Itô–Alekseev–Gröbner formula, is a powerful tool for deriving strong approximation
rates for perturbations and approximations of stochastic ordinary and partial differential equations.

Résumé. Dans cet article nous présentons une nouvelle formule qui exprime la différence entre une fonction test appliquée à une
solution d’une équation différentielle stochastique et la même fonction test appliquée à un processus d’Itô. Cette formule généralise
à la fois la formule classique d’Alekseev–Gröbner pour les équations différentielles déterministes et la formule d’Itô de l’analyse
stochastique. Ainsi, nous suggérons de l’appeler formule d’Itô–Alekseev–Gröbner. Il s’agit d’un outil puissant pour dériver les taux
d’approximation forte pour des perturbations et approximations d’équations différentielles stochastiques et d’équations à dérivées
partielles stochastiques.

MSC2020 subject classifications: 60H10

Keywords: Itô formula; Alekseev–Gröbner formula; Nonlinear variation-of-constants formula; Nonlinear integration-by-parts formula; Perturbation of
stochastic differential equations; Strong convergence rate; Non-globally monotone coefficients; Small-noise analysis

References

[1] V. Alekseev. An estimate for the perturbations of the solution of ordinary differential equations (Russian). Vestn. Mosk. Univ., Ser. I, Math. Meh.
2 (1961). MR0133536

[2] E. Alòs and D. Nualart. An extension of Itô’s formula for anticipating processes. J. Theor. Probab. 11 (2) (1998) 493–514. MR1622583
https://doi.org/10.1023/A:1022692024364

[3] M. Arnaudon and P. Del Moral. A variational approach to nonlinear and interacting diffusions. Stoch. Anal. Appl. 37 (5) (2019) 717–748.
MR3991057 https://doi.org/10.1080/07362994.2019.1609985

[4] S. Becker, B. Gess, A. Jentzen et al. Strong convergence rates for explicit space-time discrete numerical approximations of stochastic Allen-Cahn
equations. Stoch. Partial Differ. Equ. Anal. Comput. 11 (2023) 211–268. MR4563700 https://doi.org/10.1007/s40072-021-00226-6

[5] S. Becker, B. Gess, A. Jentzen and P. E. Kloeden. Lower and upper bounds for strong approximation errors for numerical approximations of
stochastic heat equations. BIT Numer. Math. 60 (2020) 1057–1073. MR4179715 https://doi.org/10.1007/s10543-020-00807-2

[6] S. Becker, B. Gess, A. Jentzen and P. E. Kloeden. Strong convergence rates for explicit space-time discrete numerical approximations of
stochastic Allen–Cahn equations. Stoch. Partial Differ. Equ. Anal. Comput. 11 (1) (2023) 211–268. MR4563700 https://doi.org/10.1007/
s40072-021-00226-6

[7] S. Becker and A. Jentzen. Strong convergence rates for nonlinearity-truncated Euler-type approximations of stochastic Ginzburg–Landau equa-
tions. Stochastic Process. Appl. 129 (1) (2019) 28–69. MR3906990 https://doi.org/10.1016/j.spa.2018.02.008

[8] C.-E. Bréhier, J. Cui and J. Hong. Strong convergence rates of semidiscrete splitting approximations for the stochastic Allen–Cahn equation. IMA
J. Numer. Anal. 39 (4) (2019) 2096–2134. MR4019051 https://doi.org/10.1093/imanum/dry052

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/21-AIHP1199
https://orcid.org/0000-0002-5652-2815
https://orcid.org/0000-0003-0738-8717
https://orcid.org/0000-0003-0738-8717
https://orcid.org/0000-0002-9840-3339
https://orcid.org/0000-0001-6187-2716
mailto:hudde@rheinahrcampus.de
mailto:martin.hutzenthaler@uni-due.de
mailto:ajentzen@cuhk.edu.cn
mailto:ajentzen@uni-muenster.de
mailto:sara.mazzonetto@univ-lorraine.fr
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0133536
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1622583
https://doi.org/10.1023/A:1022692024364
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3991057
https://doi.org/10.1080/07362994.2019.1609985
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4563700
https://doi.org/10.1007/s40072-021-00226-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4179715
https://doi.org/10.1007/s10543-020-00807-2
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4563700
https://doi.org/10.1007/s40072-021-00226-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3906990
https://doi.org/10.1016/j.spa.2018.02.008
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4019051
https://doi.org/10.1093/imanum/dry052
https://doi.org/10.1007/s40072-021-00226-6


[9] C.-E. Bréhier and L. Goudenège. Analysis of some splitting schemes for the stochastic Allen–Cahn equation. Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. B
24 (8) (2019) 4169. MR3986273 https://doi.org/10.3934/dcdsb.2019077

[10] S. Cerrai. Second Order PDE’s in Finite and Infinite Dimension: A Probabilistic Approach. Lecture Notes in Mathematics 1762. Springer-Verlag,
Berlin, 2001. MR1840644 https://doi.org/10.1007/b80743

[11] S. G. Cox, M. Hutzenthaler and A. Jentzen. Local Lipschitz continuity in the initial value and strong completeness for nonlinear stochastic
differential equations, 1–90. Preprint, 2013. Available at arXiv:1309.5595.

[12] K. Dareiotis, C. Kumar and S. Sabanis. On tamed Euler approximations of SDEs driven by Lévy noise with applications to delay equations. SIAM
J. Numer. Anal. 54 (3) (2016) 1840–1872. MR3513865 https://doi.org/10.1137/151004872

[13] A. M. Davie and J. G. Gaines. Convergence of numerical schemes for the solution of parabolic stochastic partial differential equations. Math.
Comp. 70 (233) (2001) 121–134 (electronic). MR1803132 https://doi.org/10.1090/S0025-5718-00-01224-2

[14] K. Debrabant and A. Rößler. Continuous weak approximation for stochastic differential equations. J. Comput. Appl. Math. 214 (1) (2008) 259–
273. MR2391687 https://doi.org/10.1016/j.cam.2007.02.040

[15] P. del Moral and S. S. Singh. A forward–backward stochastic analysis of diffusion flows. Preprint, 2019. Available at arXiv:1906.09145v3.
[16] P. K. Friz and M. Hairer. A Course on Rough Paths: With an Introduction to Regularity Structures. Springer, Cham, 2014. MR3289027

https://doi.org/10.1007/978-3-319-08332-2
[17] C. Graham and D. Talay. Stochastic Simulation and Monte Carlo Methods: Mathematical Foundations of Stochastic Simulation, 68. Springer

Science & Business Media, Heidelberg, 2013. MR3097957 https://doi.org/10.1007/978-3-642-39363-1
[18] W. Gröbner. Die Lie-Reihen und Ihre Anwendungen. VEB Deutscher Verlag der Wiss, Berlin, 1960. MR0116102
[19] I. Gyöngy and A. Millet. Rate of convergence of implicit approximations for stochastic evolution equations. In Stochastic Differential Equa-

tions: Theory and Applications 281–310. Interdiscip. Math. Sci. 2. World Sci. Publ., Hackensack, NJ, 2007. MR2393581 https://doi.org/10.1142/
9789812770639_0011

[20] E. Hairer, S. P. Nørsett and G. Wanner. Solving Ordinary Differential Equations I, 2nd edition. Springer-Verlag, Berlin, 1993. MR1227985
[21] M. Hairer, M. Hutzenthaler and A. Jentzen. Loss of regularity for Kolmogorov equations. Ann. Probab. 43 (2) (2015) 468–527. MR3305998

https://doi.org/10.1214/13-AOP838
[22] A. Hudde, M. Hutzenthaler, A. Jentzen and S. Mazzonetto. On the Itô–Alekseev–Gröbner formula for stochastic differential equations, 1–29.

Preprint, 2018. Available at arXiv:1812.09857v1.
[23] A. Hudde, M. Hutzenthaler and S. Mazzonetto. Existence of spatially differentiable solutions of stochastic differential equations with non-globally

monotone coefficient functions. Preprint, 2019. Available at arXiv:1903.09707.
[24] M. Hutzenthaler and A. Jentzen. On a perturbation theory and on strong convergence rates for stochastic ordinary and partial differential equations

with nonglobally monotone coefficients. Ann. Probab. 48 (1) (2020) 53–93. MR4079431 https://doi.org/10.1214/19-AOP1345
[25] M. Hutzenthaler, A. Jentzen and P. E. Kloeden. Strong convergence of an explicit numerical method for SDEs with non-globally Lipschitz

continuous coefficients. Ann. Appl. Probab. 22 (4) (2012) 1611–1641. MR2985171 https://doi.org/10.1214/11-AAP803
[26] A. Iserles. A First Course in the Numerical Analysis of Differential Equations, 2nd edition. Cambridge Texts in Applied Mathematics. Cambridge

University Press, Cambridge, 2009. MR2478556
[27] A. Iserles and G. Söderlind. Global bounds on numerical error for ordinary differential equations. J. Complexity 9 (1) (1993) 97–112. MR1213489

https://doi.org/10.1006/jcom.1993.1007
[28] A. Jentzen and P. Pušnik. Strong convergence rates for an explicit numerical approximation method for stochastic evolution equations with non-

globally Lipschitz continuous nonlinearities. IMA J. Numer. Anal. 40 (2) (2020) 1005–1050. MR4092277 https://doi.org/10.1093/imanum/drz009
[29] T. Kato. Perturbation Theory for Linear Operators, 132. Springer Science & Business Media, Berlin, 1980. MR0678094
[30] C. Kelly and G. J. Lord. Adaptive time-stepping strategies for nonlinear stochastic systems. IMA J. Numer. Anal. 38 (3) (2018) 1523–1549.

MR3829168 https://doi.org/10.1093/imanum/drx036
[31] A. Klenke. Probability Theory: A Comprehensive Course. Universitext. Springer-Verlag London Ltd., London, 2008. Translated from the 2006

German original. MR2372119 https://doi.org/10.1007/978-1-84800-048-3
[32] M. Kovács, S. Larsson and F. Lindgren. On the backward Euler approximation of the stochastic Allen–Cahn equation. J. Appl. Probab. 52 (2)

(2015) 323–338. MR3372078 https://doi.org/10.1239/jap/1437658601
[33] R. Kruse. Strong and Weak Approximation of Semilinear Stochastic Evolution Equations. Lecture Notes in Mathematics 2093. Springer, Cham,

2014. MR3154916 https://doi.org/10.1007/978-3-319-02231-4
[34] C. Leonhard and A. Rößler. Enhancing the order of the Milstein scheme for stochastic partial differential equations with commutative noise. SIAM

J. Numer. Anal. 56 (4) (2018) 2585–2622. MR3842926 https://doi.org/10.1137/16M1094087
[35] X.-M. Li. Strong p-completeness of stochastic differential equations and the existence of smooth flows on noncompact manifolds. Probab. Theory

Related Fields 100 (4) (1994) 485–511. MR1305784 https://doi.org/10.1007/BF01268991
[36] X.-M. Li and M. Scheutzow. Lack of strong completeness for stochastic flows. Ann. Probab. 39 (4) (2011) 1407–1421. MR2857244

https://doi.org/10.1214/10-AOP585
[37] I. Lie and S. P. Nørsett. Superconvergence for multistep collocation. Math. Comp. 52 (185) (1989) 65–79. MR0971403 https://doi.org/10.2307/

2008653
[38] W. Liu and M. Röckner. Stochastic Partial Differential Equations: An Introduction. Springer, Cham, 2015. MR3410409 https://doi.org/10.1007/

978-3-319-22354-4
[39] Z. Liu and Z. Qiao. Strong approximation of monotone stochastic partial differential equations driven by white noise. IMA J. Numer. Anal. 40 (2)

(2020) 1074–1093. MR4092279 https://doi.org/10.1093/imanum/dry088
[40] Z. Liu and Z. Qiao. Strong approximation of monotone stochastic partial differential equations driven by multiplicative noise. Stoch. Partial Differ.

Equ. Anal. Comput. 9 (2021) 559–602. MR4297233 https://doi.org/10.1007/s40072-020-00179-2
[41] A. K. Majee and A. Prohl. Optimal strong rates of convergence for a space-time discretization of the stochastic Allen–Cahn equation with

multiplicative noise. Comput. Methods Appl. Math. 18 (2) (2018) 297–311. MR3776047 https://doi.org/10.1515/cmam-2017-0023
[42] T. Müller-Gronbach and K. Ritter. Lower bounds and nonuniform time discretization for approximation of stochastic heat equations. Found.

Comput. Math. 7 (2) (2007) 135–181. MR2324415 https://doi.org/10.1007/s10208-005-0166-6
[43] T. Müller-Gronbach, K. Ritter and T. Wagner. Optimal pointwise approximation of a linear stochastic heat equation with additive space-time

white noise. In Monte Carlo and Quasi-Monte Carlo Methods 2006 577–589. Springer, Berlin, 2008. MR2479247 https://doi.org/10.1007/
978-3-540-74496-2_34

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3986273
https://doi.org/10.3934/dcdsb.2019077
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1840644
https://doi.org/10.1007/b80743
http://arxiv.org/abs/arXiv:1309.5595
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3513865
https://doi.org/10.1137/151004872
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1803132
https://doi.org/10.1090/S0025-5718-00-01224-2
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2391687
https://doi.org/10.1016/j.cam.2007.02.040
http://arxiv.org/abs/arXiv:1906.09145v3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3289027
https://doi.org/10.1007/978-3-319-08332-2
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3097957
https://doi.org/10.1007/978-3-642-39363-1
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0116102
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2393581
https://doi.org/10.1142/9789812770639_0011
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1227985
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3305998
https://doi.org/10.1214/13-AOP838
http://arxiv.org/abs/arXiv:1812.09857v1
http://arxiv.org/abs/arXiv:1903.09707
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4079431
https://doi.org/10.1214/19-AOP1345
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2985171
https://doi.org/10.1214/11-AAP803
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2478556
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1213489
https://doi.org/10.1006/jcom.1993.1007
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4092277
https://doi.org/10.1093/imanum/drz009
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0678094
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3829168
https://doi.org/10.1093/imanum/drx036
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2372119
https://doi.org/10.1007/978-1-84800-048-3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3372078
https://doi.org/10.1239/jap/1437658601
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3154916
https://doi.org/10.1007/978-3-319-02231-4
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3842926
https://doi.org/10.1137/16M1094087
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1305784
https://doi.org/10.1007/BF01268991
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2857244
https://doi.org/10.1214/10-AOP585
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0971403
https://doi.org/10.2307/2008653
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3410409
https://doi.org/10.1007/978-3-319-22354-4
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4092279
https://doi.org/10.1093/imanum/dry088
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4297233
https://doi.org/10.1007/s40072-020-00179-2
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3776047
https://doi.org/10.1515/cmam-2017-0023
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2324415
https://doi.org/10.1007/s10208-005-0166-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2479247
https://doi.org/10.1007/978-3-540-74496-2_34
https://doi.org/10.1142/9789812770639_0011
https://doi.org/10.2307/2008653
https://doi.org/10.1007/978-3-319-22354-4
https://doi.org/10.1007/978-3-540-74496-2_34


[44] T. Müller-Gronbach, K. Ritter and T. Wagner. Optimal pointwise approximation of infinite-dimensional Ornstein–Uhlenbeck processes. Stoch.
Dyn. 8 (3) (2008) 519–541. MR2444516 https://doi.org/10.1142/S0219493708002433

[45] H.-L. Ngo and D. Taguchi. Strong rate of convergence for the Euler–Maruyama approximation of stochastic differential equations with irregular
coefficients. Math. Comp. 85 (300) (2016) 1793–1819. MR3471108 https://doi.org/10.1090/mcom3042

[46] S. P. Nørsett and G. Wanner. The real-pole sandwich for rational approximations and oscillation equations. BIT Numer. Math. 19 (1) (1979) 79–94.
MR0530118 https://doi.org/10.1007/BF01931224

[47] D. Nualart. The Malliavin Calculus and Related Topics, 1995. Springer, New York, 2006. MR1344217 https://doi.org/10.1007/978-1-4757-2437-0
[48] D. Nualart and É. Pardoux. Stochastic calculus with anticipating integrands. Probab. Theory Related Fields 78 (4) (1988) 535–581. MR0950346

https://doi.org/10.1007/BF00353876
[49] E. Pardoux and P. Protter. A two-sided stochastic integral and its calculus. Probab. Theory Related Fields 76 (1) (1987) 15–49. MR0899443

https://doi.org/10.1007/BF00390274
[50] P. E. Protter. Stochastic Integration and Differential Equations, 2nd edition. Stochastic Modelling and Applied Probability 21. Springer-Verlag,

Berlin, 2005. Version 2.1, Corrected third printing. MR2273672 https://doi.org/10.1007/978-3-662-10061-5
[51] D. Revuz and M. Yor. Continuous Martingales and Brownian Motion, 2nd edition. Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Funda-

mental Principles of Mathematical Sciences] 293. Springer-Verlag, Berlin, 1994. MR1303781
[52] S. Sabanis. Euler approximations with varying coefficients: The case of superlinearly growing diffusion coefficients. Ann. Appl. Probab. 26 (4)

(2016) 2083–2105. MR3543890 https://doi.org/10.1214/15-AAP1140
[53] D. Talay and L. Tubaro. Expansion of the global error for numerical schemes solving stochastic differential equations. Stoch. Anal. Appl. 8 (4)

(1990) 483–509. MR1091544 https://doi.org/10.1080/07362999008809220
[54] A. Tambue and J. M. T. Ngnotchouye. Weak convergence for a stochastic exponential integrator and finite element discretization of stochastic

partial differential equation with multiplicative & additive noise. Appl. Numer. Math. 108 (2016) 57–86. MR3528302 https://doi.org/10.1016/j.
apnum.2016.04.013

[55] X. Wang. An efficient explicit full-discrete scheme for strong approximation of stochastic Allen–Cahn equation. Stochastic Process. Appl. 130
(10) (2020) 6271–6299. MR4140034 https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.05.011

[56] X. Zhang. Stochastic flows and Bismut formulas for stochastic Hamiltonian systems. Stochastic Process. Appl. 120 (10) (2010) 1929–1949.
MR2673982 https://doi.org/10.1016/j.spa.2010.05.015

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2444516
https://doi.org/10.1142/S0219493708002433
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3471108
https://doi.org/10.1090/mcom3042
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0530118
https://doi.org/10.1007/BF01931224
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1344217
https://doi.org/10.1007/978-1-4757-2437-0
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0950346
https://doi.org/10.1007/BF00353876
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0899443
https://doi.org/10.1007/BF00390274
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2273672
https://doi.org/10.1007/978-3-662-10061-5
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1303781
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3543890
https://doi.org/10.1214/15-AAP1140
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1091544
https://doi.org/10.1080/07362999008809220
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3528302
https://doi.org/10.1016/j.apnum.2016.04.013
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4140034
https://doi.org/10.1016/j.spa.2020.05.011
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2673982
https://doi.org/10.1016/j.spa.2010.05.015
https://doi.org/10.1016/j.apnum.2016.04.013


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2024, Vol. 60, No. 2, 923–945
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1338
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2024

Matsumoto–Yor and Dufresne type theorems for a random walk on
positive definite matrices

Jonas Arista1,a, Elia Bisi2,b and Neil O’Connell3,c

1Universität Bielefeld, Fakultät für Mathematik, Universitätsstraße 25, 33615 Bielefeld, Germany, ajarista@math.uni-bielefeld.de
2Technische Universität Wien, Institut für Stochastik und Wirtschaftsmathematik, E 105-07, Wiedner Hauptstraße 8-10, 1040 Wien, Austria,

belia.bisi@tuwien.ac.at
3School of Mathematics and Statistics, University College Dublin, Dublin 4, Ireland, cneil.oconnell@ucd.ie

Abstract. We establish analogues of the geometric Pitman 2M − X theorem of Matsumoto and Yor and of the classical Dufresne
identity, for a multiplicative random walk on positive definite matrices with Beta type II distributed increments. The Dufresne type
identity provides another example of a stochastic matrix recursion, as considered by Chamayou and Letac (J. Theoret. Probab. 12,
1999), that admits an explicit solution.

Résumé. Nous établissons des analogues de la version géométrique du théorème 2M-X de Pitman, démontrée par Matsumoto et Yor, et
de l’identité de Dufresne classique, pour une marche aléatoire multiplicative sur l’ensemble des matrices définies positives d’incréments
distribués selon une loi Bêta II. L’identité de Dufresne proposée fournit un autre exemple de récursion matricielle stochastique, comme
l’ont considéré Chamayou et Letac (J. Theoret. Probab. 12, 1999), qui admet une solution explicite.
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Linear spectral statistics of sequential sample covariance matrices
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Abstract. Let x1, . . . ,xn denote independent p-dimensional vectors with independent complex or real valued entries such that E[xi ] =
0, Var(xi ) = Ip , i = 1, . . . , n, let Tn be a p × p Hermitian nonnegative definite matrix and f be a given function. We prove that an
appropriately standardized version of the stochastic process (tr(f (Bn,t )))t∈[t0,1] corresponding to a linear spectral statistic of the
sequential empirical covariance estimator

(Bn,t )t∈[t0,1] =
(

1

n

�nt�∑
i=1

T1/2
n xix

�
i T1/2

n

)
t∈[t0,1]

converges weakly to a non-standard Gaussian process for n,p → ∞. As an application, we use these results to develop a novel
approach for monitoring the sphericity assumption in a high-dimensional framework, even if the dimension of the underlying data is
larger than the sample size.

Résumé. Soient x1, . . . ,xn des vecteurs p-dimensionnels indépendants aux composantes complexes ou réelles indépendantes tels que
E[xi ] = 0, Var(xi ) = Ip , i = 1, . . . , n. Soit Tn une matrice hermitienne positive définie d’ordre p et soit f une fonction donnée. Nous
démontrons qu’une certaine version normalisée du processus (tr(f (Bn,t )))t∈[t0,1] que l’on peut voir comme une statistique spectrale
linéaire du processus de covariance empirique

(Bn,t )t∈[t0,1] =
(

1

n

�nt�∑
i=1

T1/2
n xix

�
i T1/2

n

)
t∈[t0,1]

converge faiblement vers un processus gaussien non standard lorsque n,p → ∞. Afin d’illustrer l’utilité de ce résultat, nous construi-
sons un nouveau test de sphéricité dans le cadre de données en grande dimension, qui reste valide dans un régime où la dimension des
données est supérieure à la taille de l’échantillon.
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Robust subgaussian estimation with VC-dimension

Jules Depersina

University of Amsterdam, Roetersstraat 11, 1018 WB Amsterdam, aj.d.p.depersin@uva.nl

Abstract. Median-of-means (MOM) based procedures provide non-asymptotic and strong deviation bounds even when data are heavy
tailed and/or corrupted. This work proposes a new general and systematic way to bound the excess risk for MOM estimators. The core
technique is the use of the VC-dimension (instead of Rademacher complexity) to measure the statistical complexity. In particular, this
allows one to give the first robust estimators for sparse estimation which achieves the so-called subgaussian rate, only assuming a finite
second moment for the uncorrupted data.

By comparison, previous works using Rademacher complexities required a number of finite moments that grows logarithmically
with the dimension. With this technique, we derive new robust subgaussian bounds for mean estimation in any norm.

Résumé. Les procédures basées sur la médiane des moyennes (MOM) fournissent des bornes non asymptotiques et fortes, même
lorsque les données ont des queues de distribution lourdes et/ou sont corrompues. Ce travail propose une nouvelle méthode générale
et systématique pour limiter le risque des estimateurs MOM. La technique de base est l’utilisation de la dimension VC (au lieu de
la complexité de Rademacher) pour mesurer la complexité statistique. Cela permet en particulier de trouver des estimateurs robustes
pour l’estimation sparse qui atteignent le taux dit sous-gaussien en supposant seulement un second moment fini pour les données non
corrompues.

En comparaison, les travaux précédents utilisant les complexités de Rademacher nécessitaient un nombre de moments finis de
l’ordre du logarithme de la dimension, donc dépendant de la dimension. Grâce à cette technique, nous proposons de nouvelles bornes
sous-gaussiennes robustes pour l’estimation de la moyenne dans n’importe quelle norme.
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Abstract. We prove large deviation principles (LDPs) for random matrices in the orthogonal group and Stiefel manifold, determining
both the speed and good convex rate functions that are explicitly given in terms of certain log-determinants of trace-class operators
and are finite on the set of Hilbert-Schmidt operators M satisfying ‖MM∗‖ < 1. As an application of those LDPs, we determine the
precise large deviation behavior of k-dimensional random projections of high-dimensional product distributions using an appropriate
interpretation in terms of point processes, also characterizing the space of all possible deviations. The case of uniform distributions on
�p-balls, 1 ≤ p ≤ ∞, is then considered and reduced to appropriate product measures. Those applications generalize considerably the
recent work (Studia Mathematica 264 (2022) 103–119).

Résumé. Nous prouvons des principes de grandes déviations (LDPs) pour les matrices aléatoires uniformes sur le groupe orthogonal
et les variétés de Stiefel, en déterminant à la fois la vitesse et les bonnes fonctions de taux convexes qui sont explicitement données en
termes de certains log-déterminants d’opérateurs à trace, et sont finies sur l’ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt M satisfaisant
‖MM∗‖ < 1. Comme application de ces LDPs, nous déterminons le comportement précis des grandes déviations des projections
aléatoires de dimension k des lois de produit de grande dimension en utilisant une interprétation appropriée en termes de processus
ponctuels, caractérisant également l’espace de toutes les déviations possibles. Le cas des lois uniformes sur les boules �p , 1 ≤ p ≤ ∞,
est ensuite considéré et réduit à des mesures produit appropriées. Ces applications généralisent considérablement les travaux récents
(Studia Mathematica 264 (2022) 103–119).
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Random sorting networks: Edge limit
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Abstract. A sorting network is a shortest path from 1 2 . . . n to n . . . 2 1 in the Cayley graph of the symmetric group Sn spanned
by adjacent transpositions. The paper computes the edge local limit of the uniformly random sorting networks as n → ∞. We find
the asymptotic distribution of the first occurrence of a given swap (k, k + 1) and identify it with the law of the smallest positive
eigenvalue of a 2k × 2k aGUE (an aGUE matrix has purely imaginary Gaussian entries that are independently distributed subject to
skew-symmetry). Next, we give two different formal definitions of a spacing – the time distance between the occurrence of a given
swap (k, k + 1) in a uniformly random sorting network. Two definitions lead to two different expressions for the asymptotic laws
expressed in terms of derivatives of Fredholm determinants.

Résumé. Un réseau de tri est un chemin le plus court de 1 2 . . . n à n . . . 2 1 dans le graphe de Cayley du groupe symétrique Sn,
engendré par des transpositions des éléments adjacents. Dans cet article nous calculons la limite locale au bord des réseaux de tri
choisi uniformément quand n → ∞. Nous trouvons la distribution asymptotique de la première occurrence d’une transposition donnée
(k, k + 1) et l’identifions avec la loi de la plus petite valeur propre positive d’un 2k × 2k aGUE (une matrice aGUE a des entrées
gaussiennes purement imaginaires qui sont distribuées indépendamment sous condition d’antisymétrie). Ensuite, nous considerons des
espacements entre deux occurrences consecutives d’un échange donné (k, k + 1) pour un réseau de tri aléatoire choisi uniformément.
Nous prenons deux formalisations pour un choix aléatoire d’un tel espacement. En passant à limite, ces deux définitions conduisent à
deux expressions différentes pour des lois asymptotiques exprimées en termes de dérivées des déterminants de Fredholm.
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Abstract. In this paper, we show the central limit theorem for the logarithmic determinant of the sample correlation matrix R con-
structed from the (p × n)-dimensional data matrix X containing independent and identically distributed random entries with mean
zero, variance one and infinite fourth moments. Precisely, we show that for p/n → γ ∈ (0,1) as n,p → ∞ the logarithmic law

log det R − (p − n + 1
2 ) log(1 − p/n) + p − p/n√−2 log(1 − p/n) − 2p/n

d→ N(0,1)

is still valid if the entries of the data matrix X follow a symmetric distribution with a regularly varying tail of index α ∈ (3,4). The
latter assumptions seem to be crucial, which is justified by the simulations: if the entries of X have the infinite absolute third moment
and/or their distribution is not symmetric, the logarithmic law is not valid anymore. The derived results highlight that the logarithmic
determinant of the sample correlation matrix is a very stable and flexible statistic for heavy-tailed big data and open a novel way of
analysis of high-dimensional random matrices with self-normalized entries.

Résumé. Dans cet article, nous démontrons le théorème de la limite centrale pour le déterminant logarithmique d’une matrice de
corrélation R construite à partir d’une matrice de données X de taille (p × n) contenant des entrées indépendantes d’espérance 0,
variance 1 et quatrième moment infini. Plus précisément, nous démontrons que dans le régime p/n → γ ∈ (0,1) quand n,p → ∞ la
loi logarithmique

log det R − (p − n + 1
2 ) log(1 − p/n) + p − p/n√−2 log(1 − p/n) − 2p/n

d→ N(0,1)

est toujours valable si les entrées de la matrice de données X suivent une distribution symétrique avec une queue à variation régulière
d’indice α ∈ (3,4). Ces dernières conditions semblent être cruciales, ce qui est justifié par les simulations : si les entrées de X n’ont pas
de troisième moment et/ou si leur distribution n’est pas symétrique, la loi logarithmique n’est plus valable. Les résultats obtenus mettent
en évidence que le déterminant logarithmique d’une matrice de corrélation est une statistique très stable et flexible pour les données
massives à queue lourde et ouvrent une nouvelle voie pour analyser les grandes matrices aléatoires avec entrées auto-normalisées.

MSC2020 subject classifications: Primary 60B20; secondary 60F05; 60G10; 60G57; 60G70

Keywords: Sample correlation matrix; Logarithmic determinant; Random matrix theory; Heavy tails; Infinite fourth moment

References

[1] H. Albrecher and J. L. Teugels. Asymptotic analysis of a measure of variation. Theory Probab. Math. Statist. 74 (2007) 1–10. MR2336773
https://doi.org/10.1090/S0094-9000-07-00692-8

[2] S. Anatolyev and P. Yaskov. Asymptotics of diagonal elements of projection matrices under many instruments/regressors. Econometric Theory 33
(3) (2017) 717–738. MR3637973 https://doi.org/10.1017/S0266466616000165

[3] T. W. Anderson. An Introduction to Multivariate Statistical Analysis. John Wiley & Sons, New Jersey, 2003. MR0091588
[4] Z. Bai and J. W. Silverstein. Spectral Analysis of Large Dimensional Random Matrices, 2nd edition. Springer Series in Statistics, xvi+551.

Springer, New York, 2010. MR2567175 https://doi.org/10.1007/978-1-4419-0661-8
[5] Z. Bai and W. Zhou. Large sample covariance matrices without independence structures in columns. Statist. Sinica 18 (2) (2008) 425–442.

MR2411613
[6] Z. D. Bai and J. W. Silverstein. CLT for linear spectral statistics of large dimensional sample covariance matrices. Ann. Probab. 32 (2004) 553–605.

MR2040792 https://doi.org/10.1214/aop/1078415845

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1368
mailto:johannes.heiny@math.su.se
mailto:n.parolya@tudelft.nl
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2336773
https://doi.org/10.1090/S0094-9000-07-00692-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3637973
https://doi.org/10.1017/S0266466616000165
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0091588
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2567175
https://doi.org/10.1007/978-1-4419-0661-8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2411613
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2040792
https://doi.org/10.1214/aop/1078415845


[7] Z. Bao, G. Pan and W. Zhou. Tracy-Widom law for the extreme eigenvalues of sample correlation matrices. Electron. J. Probab. 17 (2012), 32 pp.
MR2988403 https://doi.org/10.1214/EJP.v17-1962

[8] Z. Bao, G. Pan and W. Zhou. The logarithmic law of random determinant. Bernoulli 21 (3) (2015) 1600–1628. MR3352055 https://doi.org/10.
3150/14-BEJ615

[9] N. H. Bingham, C. M. Goldie and J. L. Teugels. Regular Variation. Encyclopedia of Mathematics and Its Applications 27, xx+491. Cambridge
University Press, Cambridge, 1987. MR898871 https://doi.org/10.1017/CBO9780511721434

[10] T. Bodnar, H. Dette and N. Parolya. Testing for independence of large dimensional vectors. Ann. Statist. 47 (5) (2019) 2977–3008. MR3988779
https://doi.org/10.1214/18-AOS1771

[11] A. Dembo. On random determinants. Quart. Appl. Math. 47 (2) (1989) 185–195.
[12] H. Dette and N. Dörnemann. Likelihood ratio tests for many groups in high dimensions. J. Multivariate Anal. 178 (2020), 104605, 16. MR4079037

https://doi.org/10.1016/j.jmva.2020.104605
[13] N. Dörnemann. Likelihood ratio tests under model misspecification in high dimensions. J. Multivariate Anal. 193 (2023), Paper No. 105122.

MR4504582 https://doi.org/10.1016/j.jmva.2022.105122
[14] N. El Karoui. Tracy-Widom limit for the largest eigenvalue of a large class of complex sample covariance matrices. Ann. Probab. 35 (2) (2007)

663–714. MR2308592 https://doi.org/10.1214/009117906000000917
[15] N. El Karoui. Concentration of measure and spectra of random matrices: Applications to correlation matrices, elliptical distributions and beyond.

Ann. Appl. Probab. 19 (6) (2009) 2362–2405. MR2588248 https://doi.org/10.1214/08-AAP548
[16] L. Erdös and H.-T. Yau. A Dynamical Approach to Random Matrix Theory. Courant Lecture Notes in Mathematics 28, ix+226. Courant Institute

of Mathematical Sciences, New York; American Mathematical Society, Providence, RI, 2017. Available at http://www.math.harvard.edu/~htyau/
RM-Aug-2016.pdf. MR3699468

[17] A. Fuchs, A. Joffe and J. Teugels. Expectation of the ratio of the sum of squares to the square of the sum: Exact and asymptotic results. Teor.
Veroyatn. Primen. 46 (2) (2001) 297–310. MR1968687 https://doi.org/10.1137/S0040585X97978919

[18] J. Gao, X. Han, G. Pan and Y. Yang. High dimensional correlation matrices: The central limit theorem and its applications. J. R. Stat. Soc. Ser. B.
Stat. Methodol. 79 (3) (2017) 677–693. https://doi.org/10.1111/rssb.12189

[19] V. Girko. Central limit theorem for random determinants. In Theory of Probability & Its Applications 846–846, 23, 1979. SIAM. MR0550240
[20] V. L. Girko. A refinement of the central limit theorem for random determinants. Theory Probab. Appl. 42 (1) (1998) 121–129. MR1453330

https://doi.org/10.1137/S0040585X97975939
[21] N. R. Goodman. The distribution of the determinant of a complex Wishart distributed matrix. Ann. Math. Stat. 34 (1) (1963) 178–180. MR0145619

https://doi.org/10.1214/aoms/1177704251
[22] J. Grote, Z. Kabluchko and C. Thäle. Limit theorems for random simplices in high dimensions. ALEA Lat. Am. J. Probab. Math. Stat. 16 (1)

(2019) 141–177. MR3903027 https://doi.org/10.30757/alea.v16-06
[23] P. Hall and C. C. Heyde. Martingale Limit Theory and Its Application. Probability and Mathematical Statistics, xii+308. Academic Press, New

York–London, 1980. MR624435
[24] J. Heiny. Large sample correlation matrices: A comparison theorem and its applications. Electron. J. Probab. 27 (2022), Paper No. 94, 20.

MR4456777 https://doi.org/10.1214/22-ejp817
[25] J. Heiny, S. Johnston and J. Prochno. Thin-shell theory for rotationally invariant random simplices. Electron. J. Probab. 27 (2022) 1–41.

MR4362288 https://doi.org/10.1214/21-ejp734
[26] J. Heiny and T. Mikosch. Almost sure convergence of the largest and smallest eigenvalues of high-dimensional sample correlation matri-

ces. Stochastic Process. Appl. 128 (8) (2018) 2779–2815. Available at https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304414917302533.
MR3811704 https://doi.org/10.1016/j.spa.2017.10.002

[27] J. Heiny and J. Yao. Limiting distributions for eigenvalues of sample correlation matrices from heavy-tailed populations. Ann. Statist. 50 (6)
(2022) 3249–3280. MR4524496 https://doi.org/10.1214/22-aos2226

[28] T. Jiang. The limiting distributions of eigenvalues of sample correlation matrices. Sankhyā 66 (1) (2004) 35–48. Available at http://www.jstor.org/
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[30] V. A. Marčenko and L. A. Pastur. Distribution of eigenvalues in certain sets of random matrices. Mat. Sb. (N.S.) 72 (114) (1967) 507–536.
MR0208649

[31] M. Mohammadi. On the bounds for diagonal and off-diagonal elements of the hat matrix in the linear regression model. REVSTAT 14 (2016)
75–87. MR3474087

[32] D. Morales-Jimenez, I. M. Johnstone, M. R. McKay and J. Yang. Asymptotics of eigenstructure of sample correlation matrices for high-
dimensional spiked models. Statist. Sinica 31 (2) (2021) 571–601. MR4286186 https://doi.org/10.5705/ss.20

[33] H. H. Nguyen and V. Vu. Random matrices: Law of the determinant. Ann. Probab. 42 (1) (2014) 146–167. https://doi.org/10.1214/12-AOP791
[34] J. Nielsen. The distribution of volume reductions induced by isotropic random projections. Adv. in Appl. Probab. 31 (4) (1999) 985–994.

MR1747452 https://doi.org/10.1239/aap/1029955254
[35] N. Parolya, J. Heiny and D. Kurowicka. Logarithmic law of large random correlation matrix. arXiv preprint arXiv:2103.13900 (2021).
[36] J. W. Silverstein and S.-I. Choi. Analysis of the limiting spectral distribution of large dimensional random matrices. J. Multivariate Anal. 54

(1995) 295–309. MR1345541 https://doi.org/10.1006/jmva.1995.1058
[37] T. Tao and V. Vu. A central limit theorem for the determinant of a Wigner matrix. Adv. Math. 231 (1) (2012) 74–101. Available at https://www.

sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870812001806. MR2935384 https://doi.org/10.1016/j.aim.2012.05.006
[38] Q. Wang and J. Yao. On the sphericity test with large-dimensional observations. Electron. J. Stat. 7 (2013) 2164–2192. MR3104916

https://doi.org/10.1214/13-EJS842
[39] X. Wang, X. Han and G. Pan. The logarithmic law of sample covariance matrices near singularity. Bernoulli 24 (1) (2018) 80–114. MR3706751

https://doi.org/10.3150/16-BEJ867
[40] D. P. Wiens. On moments of quadratic forms in non-spherically distributed variables. Statistics 23 (3) (1992) 265–270. MR1237804

https://doi.org/10.1080/02331889208802374

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2988403
https://doi.org/10.1214/EJP.v17-1962
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3352055
https://doi.org/10.3150/14-BEJ615
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=898871
https://doi.org/10.1017/CBO9780511721434
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3988779
https://doi.org/10.1214/18-AOS1771
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4079037
https://doi.org/10.1016/j.jmva.2020.104605
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4504582
https://doi.org/10.1016/j.jmva.2022.105122
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2308592
https://doi.org/10.1214/009117906000000917
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2588248
https://doi.org/10.1214/08-AAP548
http://www.math.harvard.edu/~htyau/RM-Aug-2016.pdf
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3699468
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1968687
https://doi.org/10.1137/S0040585X97978919
https://doi.org/10.1111/rssb.12189
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0550240
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1453330
https://doi.org/10.1137/S0040585X97975939
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0145619
https://doi.org/10.1214/aoms/1177704251
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3903027
https://doi.org/10.30757/alea.v16-06
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=624435
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4456777
https://doi.org/10.1214/22-ejp817
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4362288
https://doi.org/10.1214/21-ejp734
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304414917302533
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3811704
https://doi.org/10.1016/j.spa.2017.10.002
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4524496
https://doi.org/10.1214/22-aos2226
http://www.jstor.org/stable/25053330
https://doi.org/10.1214/13-AOS1134
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0208649
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3474087
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4286186
https://doi.org/10.5705/ss.20
https://doi.org/10.1214/12-AOP791
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1747452
https://doi.org/10.1239/aap/1029955254
http://arxiv.org/abs/arXiv:2103.13900
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1345541
https://doi.org/10.1006/jmva.1995.1058
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870812001806
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2935384
https://doi.org/10.1016/j.aim.2012.05.006
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3104916
https://doi.org/10.1214/13-EJS842
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3706751
https://doi.org/10.3150/16-BEJ867
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1237804
https://doi.org/10.1080/02331889208802374
https://doi.org/10.3150/14-BEJ615
http://www.math.harvard.edu/~htyau/RM-Aug-2016.pdf
http://www.jstor.org/stable/25053330
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0001870812001806


[41] X. Yang, X. Zheng and J. Chen. Testing high-dimensional covariance matrices under the elliptical distribution and beyond. J. Econometrics 221
(2) (2021) 409–423. Available at https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304407620302384. MR4215033 https://doi.org/10.1016/j.
jeconom.2020.05.017

[42] J. Yao, Z. Bai and S. Zheng. Large Sample Covariance Matrices and High-Dimensional Data Analysis (No. 39). Cambridge University Press,
New York, 2015. MR3468554 https://doi.org/10.1017/CBO9781107588080

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304407620302384
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4215033
https://doi.org/10.1016/j.jeconom.2020.05.017
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3468554
https://doi.org/10.1017/CBO9781107588080
https://doi.org/10.1016/j.jeconom.2020.05.017


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2024, Vol. 60, No. 2, 1077–1089
https://doi.org/10.1214/23-AIHP1366
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2024

Exponential concentration for the number of roots of random
trigonometric polynomials

Hoi H. Nguyen1,a and Ofer Zeitouni2,b

1Department of Mathematics, The Ohio State University, 231 W 18th Ave, Columbus, OH 43210, USA, anguyen.1261@osu.edu
2Faculty of Mathematics, Weizmann Institute and Courant Institute, NYU, Rehovot 76100, Israel and NY 10012, USA, bofer.zeitouni@weizmann.ac.il

Abstract. We show that the number of real roots of random trigonometric polynomials with i.i.d. coefficients, which are either bounded
or satisfy the logarithmic Sobolev inequality, satisfies an exponential concentration of measure.

Résumé. Nous montrons que le nombre des racines réelles de polynômes trigonométriques aléatoires avec des coefficients i.i.d., qui
sont soit bornés soit satisfont l’inégalité de Sobolev logarithmique, vérifie une concentration exponentielle de mesure.
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On measures strongly log-concave on a subspace
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Abstract. In this work we study the concentration properties of log-concave measures which potential is curved only on a subspace
of directions. Proofs use an adapted version of the stochastic localization process.

Résumé. Dans cet article, nous étudions les propriétés de concentration des mesures log-concaves dont le potentiel est courbé sur un
sous-espace de directions. L’étude se fait via une version adaptée de la localisation stochastique.
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Abstract. Couplings play a central role in the analysis of Markov chain convergence and in the construction of novel Markov chain
Monte Carlo estimators, diagnostics, and variance reduction techniques. The set of possible couplings is often intractable, frustrating
the search for tight bounds and efficient estimators. To address this challenge for algorithms in the Metropolis–Hastings (MH) family,
we establish a simple characterization of the set of MH transition kernel couplings. We then extend this result to describe the set of
maximal couplings of the MH kernel, resolving an open question of O’Leary, Wang and Jacob (In Proceedings of The 24th International
Conference on Artificial Intelligence and Statistics (2021) 1225–1233 PMLR). Our results represent an advance in understanding the
MH transition kernel and a step forward for coupling this popular class of algorithms.

Résumé. Les techniques de couplage jouent un rôle central dans l’analyse de la convergence des chaînes de Markov et dans la construc-
tion de nouveaux estimateurs à partir de Chaînes de Markov par Monte Carlo, ainsi que de diagnostiques et techniques de réduction
de la variance. Souvent, l’ensemble des couplages possibles n’est pas calculable et la recherche de bornes précises et d’estimateurs
efficaces semble hors d’atteinte. Pour aborder un tel défi pour les algorithmes de la famille Metropolis–Hastings (MH), nous établissons
une caractérisation simple de l’ensemble des couplages des noyaux de transition MH. Nous étendons ensuite ce résultat en décrivant
l’ensemble des couplages maximaux des noyaux MH, résolvant une question ouverte de O’Leary, Wang and Jacob (In Proceedings of
The 24th International Conference on Artificial Intelligence and Statistics (2021) 1225–1233 PMLR). Nos résultats représentent un
progrès dans la compréhension des noyaux de transition MH et des couplages pour cette classe d’algorithmes populaire.
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A central limit theorem for the variation of the sum of digits
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Abstract. We prove a Central Limit Theorem for probability measures defined via the variation of the sum-of-digits function, in base
b ≥ 2. For r ≥ 0 and d ∈ Z, we consider μ(r)(d) as the density of integers n ∈ N for which the sum of digits increases by d when we
add r to n. We give a probabilistic interpretation of μ(r) on the probability space given by the group of b-adic integers equipped with
the normalized Haar measure. We split the base-b expansion of the integer r into so-called “blocks”, and we consider the asymptotic
behaviour of μ(r) as the number of blocks goes to infinity. We show that, up to renormalization, μ(r) converges to the standard normal
law as the number of blocks of r grows to infinity. We provide an estimate of the speed of convergence. The proof relies, in particular,
on a φ-mixing process defined on the b-adic integers.

Résumé. On prouve un Théorème Central Limite pour des mesures de probabilités définies grâce à la variation de la somme des
chiffres en base b ≥ 2. Pour r ≥ 0 et d ∈ Z, on considère μ(r)(d), la densité des entiers n ∈ N pour lesquels la somme des chiffres
augmente de d quand on ajoute r à n. On donne une interprétation probabiliste de μ(r) sur l’espace de probabilités donné par le
groupe des entiers b-adiques muni de la mesure de Haar renormalisée. On décompose l’écriture en base b d’un entier r en ce que l’on
appelle des “blocs”, et nous considérons le comportement asymptotique de μ(r) quand le nombre de blocs tend vers l’infini. On montre
qu’à renormalisation près, μ(r) converge vers une loi normale centrée réduite quand le nombre de blocs de r tend vers l’infini. Nous
fournissons une estimation de la vitesse de convergence. La preuve repose, entre autres, sur un processus φ-mélangeant défini sur les
entiers b-adiques.
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Abstract. It is well-known that, for sufficiently mixing dynamical systems, the number of visits to balls and cylinders of vanishing
measure is approximately Poisson compound distributed in the Kac scaling. Here we extend this kind of results when the target set is
an arbitrary set with vanishing measure in the case of φ-mixing systems. The error of approximation in total variation is derived using
Stein–Chen method. An important part of the paper is dedicated to examples to illustrate the assumptions, as well as applications to
temporal synchronisation of g-measures.

Résumé. Il est bien connu que, pour les systèmes dynamiques suffisamment mélangeant, la loi du nombre de visites dans les boules
et les cylindres de mesure tendant vers zéro, est proche d’une loi de Poisson composée à l’échelle de Kac. Ici, nous étendons ce type
de résultats lorsque l’ensemble cible est un ensemble arbitraire de mesure qui tend vers zéro, dans le cas des systèmes φ-mélangeants.
L’erreur d’approximation en variation totale est obtenue à l’aide de la méthode de Stein–Chen. Une partie importante de l’article est
consacrée à des exemples pour illustrer les hypothèses, ainsi qu’à des applications à la synchronisation temporelle de g-mesures.
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Active phase for activated random walks on the lattice in all
dimensions
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Abstract. We show that the critical density of the Activated Random Walk model on Z
d is strictly less than one when the sleep rate λ

is small enough, and tends to 0 when λ → 0, in any dimension d ≥ 1. As far as we know, the result is new for d = 2.
We prove this by showing that, for high enough density and small enough sleep rate, the stabilization time of the model on the d-

dimensional torus is exponentially large. To do so, we fix the the set of sites where the particles eventually fall asleep, which reduces
the problem to a simpler model with density one. Taking advantage of the Abelian property of the model, we show that the stabilization
time stochastically dominates the escape time of a one-dimensional random walk with a negative drift. We then check that this slow
phase for the finite volume dynamics implies the existence of an active phase on the infinite lattice.

Résumé. Nous démontrons que la densité critique du modèle des Marches Aléatoires Activées sur Zd est strictement inférieure à 1
quand le taux d’endormissement λ est suffisamment petit, et tend vers 0 quand λ → 0, en toute dimension d ≥ 1. À notre connaissance,
le résultat est nouveau pour d = 2.

Nous obtenons ce résultat en prouvant que, pour une densité suffisamment élevée et un taux d’endormissement suffisamment petit,
le temps de stabilisation du modèle sur le tore en dimension d est exponentiellement grand. Pour cela, nous fixons l’ensemble des
sites sur lesquels les particules s’endorment, ce qui réduit le problème à un modèle plus simple avec densité 1. En utilisant la propriété
d’Abélianité du modèle, nous montrons que le temps de stabilisation domine stochastiquement le temps d’atteinte de 0 pour une marche
aléatoire en dimension 1 avec une dérive négative. Nous vérifions ensuite que cette phase de stabilisation lente pour la dynamique en
volume fini implique l’existence d’une phase active sur le réseau infini.
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Hydrodynamics of the t-PNG model via a colored t-PNG model
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Abstract. In this paper, we prove the hydrodynamic limit of the t-PNG model using soft techniques. One key element of the proof is
the construction of a colored version of the t-PNG model, which allows us to apply the superadditive ergodic theorem and obtain the
hydrodynamic limit, albeit without identifying the limiting constant. We then find this constant by proving a law of large numbers for
the α-points. Along the way, we construct the stationary t-PNG model and prove a version of Burke’s theorem for it.

Résumé. Dans cet article, nous prouvons la limite hydrodynamique du modèle t-PNG en utilisant des méthodes peu techniques. Un
élément clé de la preuve est la construction d’une version colorée du modèle t-PNG, qui nous permet d’appliquer le théorème ergodique
sur-additif et d’obtenir la limite hydrodynamique, mais sans identifier la constante limite. Nous trouvons ensuite cette constante en
démontrant une loi des grands nombres pour les α-points. Ce faisant, nous construisons le modèle stationnaire t-PNG et prouvons une
version du théorème de Burke pour celui-ci.
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Non-stationary KPZ equation from ASEP with slow bonds

Kevin Yanga

Department of Mathematics, University of California, Berkeley, akevin_yang95@berkeley.edu

Abstract. We prove the height functions for a class of non-integrable and non-stationary particle systems converge to the KPZ equa-
tion, thereby making progress on the universality of the KPZ equation. The models herein are ASEP (Comm. Math. Phys. 183 (1997)
571–606) with a mesoscopic family of slow bonds, thus we partially extend (Comm. Math. Phys. 346 (2016) 801–838) to non-stationary
models and add to the almost empty set of non-integrable, non-stationary interacting particle systems for which universality is estab-
lished. To do this, we develop further the strategy of (Yang (2020); Probab. Theory Related Fields 183 (2022) 415–545) introduce a
method to establish a novel principle that builds upon the classical hydrodynamic limits of (Comm. Math. Phys. 118 (1988) 31–59) and
that we call local hydrodynamics.

Résumé. Nous prouvons que les fonctions de hauteur pour une classe de systèmes de particules non-intégrables et non-stationnaires
convergent vers l’équation KPZ, contribuant ainsi à l’universalité de l’équation KPZ. Les modèles présentés ici sont des modèles
ASEP (Comm. Math. Phys. 183 (1997) 571–606) avec une famille mésoscopique de liaisons lentes, nous étendons donc partiellement
(Comm. Math. Phys. 346 (2016) 801–838) aux modèles non-stationnaires et donnons un des rares exemples de systèmes de particules
en interaction non-intégrables et non-stationnaires pour lesquels l’universalité est établie. Pour ce faire, nous développons davantage la
stratégie de (Yang (2020) ; Probab. Theory Related Fields 183 (2022) 415–545) en introduisant une méthode pour établir un nouveau
principe qui s’appuie sur les limites hydrodynamiques classiques de (Comm. Math. Phys. 118 (1988) 31–59) et que nous appelons
hydrodynamique locale.
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Convergence of limit shapes for 2D near-critical first-passage
percolation

Chang-Long Yaoa

Academy of Mathematics and Systems Science, CAS, Beijing, China, adeducemath@126.com

Abstract. We consider Bernoulli first-passage percolation on the triangular lattice in which sites have 0 and 1 passage times with
probability p and 1 − p, respectively. For each p ∈ (0,pc), let B(p) be the limit shape in the classical “shape theorem”, and let L(p)

be the correlation length. We show that as p ↑ pc, the rescaled limit shape L(p)−1B(p) converges to a Euclidean disk. This improves
a result of Chayes et al. [J. Stat. Phys. 45 (1986) 933–951]. The proof relies on the scaling limit of near-critical percolation established
by Garban et al. [J. Eur. Math. Soc. 20 (2018) 1195–1268], and uses the construction of the collection of continuum clusters in the
scaling limit introduced by Camia et al. [Springer Proceedings in Mathematics & Statistics, 299 (2019) 44–89].

Résumé. Nous considérons la percolation de premier passage de Bernoulli sur le réseau triangulaire dans lequel les sites ont des
temps de passage de 0 et 1 avec une probabilité de p et 1 − p, respectivement. Pour tout p ∈ (0,pc), soit B(p) la forme limite donnée
par le “théorème de la forme” classique, et soit L(p) la longueur de corrélation. Nous montrons que lorsque p ↑ pc, la forme limite
renormalisée L(p)−1B(p) converge vers un disque Euclidien. Ceci améliore un résultat de Chayes et al. [J. Stat. Phys. 45 (1986)
933–951]. La preuve repose sur la limite d’échelle de la percolation presque-critique établie par Garban et al. [J. Eur. Math. Soc. 20
(2018) 1195–1268], et utilise la construction de l’ensemble de clusters dans le continu dans la limite d’échelle introduite par Camia et
al. [Springer Proceedings in Mathematics & Statistics, 299 (2019) 44–89].

MSC2020 subject classifications: Primary 60K35; secondary 82B43

Keywords: First-passage percolation; Near-critical percolation; Scaling limit; Correlation length; Shape theorem

References

[1] D. Ahlberg and J. E. Steif. Scaling limits for the threshold window: When does a monotone Boolean function flip its outcome? Ann. Inst. Henri
Poincaré Probab. Stat. 53 (2017) 2135–2161. MR3729650 https://doi.org/10.1214/16-AIHP786

[2] A. Auffinger, M. Damron and J. Hanson. 50 Years of First-Passage Percolation. University Lecture Series 68. Am. Math. Soc., Providence, 2017.
MR3729447 https://doi.org/10.1090/ulect/068

[3] V. Beffara and P. Nolin. On monochromatic arm exponents for 2D critical percolation. Ann. Probab. 39 (2011) 1286–1304. MR2857240
https://doi.org/10.1214/10-AOP581

[4] B. Bollobás and O. Riordan. Percolation. Cambridge University Press, New York, 2006. MR2283880 https://doi.org/10.1017/
CBO9781139167383

[5] F. Camia, R. Conijn and D. Kiss. Conformal measure ensembles for percolation and the FK-Ising model. In Sojourns in Probability Theory and
Statistical Physics – II Brownian Web and Percolation, a Festschrift for Charles M. Newman 44–89. Springer Proceedings in Mathematics &
Statistics 299, 2019. MR4044275

[6] F. Camia and C. M. Newman. Critical percolation: The full scaling limit. Comm. Math. Phys. 268 (2006) 1–38. MR2249794 https://doi.org/10.
1007/s00220-006-0086-1

[7] J. T. Chayes, L. Chayes and R. Durrett. Critical behavior of the two-dimensional first passage time. J. Stat. Phys. 45 (1986) 933–951. MR0881316
https://doi.org/10.1007/BF01020583

[8] J. T. Cox and H. Kesten. On the continuity of the time constant of first-passage percolation. J. Appl. Probab. 18 (1981) 809–819. MR0633228
https://doi.org/10.1017/s0021900200034161

[9] M. Damron, J. Hanson and W.-K. Lam. Universality of the time constant for 2D critical first-passage percolation. Ann. Appl. Probab. To appear.
Available at arXiv:1904.12009. MR3706736 https://doi.org/10.1214/16-AOP1129

[10] H. Duminil-Copin. Limit of the Wulff Crystal when approaching criticality for site percolation on the triangular lattice. Electron. Commun.
Probab. 18 (2013) 93. MR3151749 https://doi.org/10.1214/ECP.v18-3163

[11] R. Durrett. Probability: Theory and Examples, 4th edition. Cambridge Series in Statistical and Probabilistic Mathematics. Cambridge University
Press, Cambridge, 2010. MR2722836 https://doi.org/10.1017/CBO9780511779398

https://imstat.org/journals-and-publications/annales-de-linstitut-henri-poincare/
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1349
mailto:deducemath@126.com
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/msc/msc2020.html
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3729650
https://doi.org/10.1214/16-AIHP786
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3729447
https://doi.org/10.1090/ulect/068
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2857240
https://doi.org/10.1214/10-AOP581
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2283880
https://doi.org/10.1017/CBO9781139167383
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4044275
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2249794
https://doi.org/10.1007/s00220-006-0086-1
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0881316
https://doi.org/10.1007/BF01020583
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0633228
https://doi.org/10.1017/s0021900200034161
http://arxiv.org/abs/arXiv:1904.12009
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3706736
https://doi.org/10.1214/16-AOP1129
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3151749
https://doi.org/10.1214/ECP.v18-3163
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2722836
https://doi.org/10.1017/CBO9780511779398
https://doi.org/10.1017/CBO9781139167383
https://doi.org/10.1007/s00220-006-0086-1


[12] C. Garban, G. Pete and O. Schramm. Pivotal, cluster and interface measures for critical planar percolation. J. Amer. Math. Soc. 26 (2013) 939–
1024. MR3073882 https://doi.org/10.1090/S0894-0347-2013-00772-9

[13] C. Garban, G. Pete and O. Schramm. The scaling limits of near-critical and dynamical percolation. J. Eur. Math. Soc. 20 (2018) 1195–1268.
MR3790067 https://doi.org/10.4171/JEMS/786

[14] C. Garban, G. Pete and O. Schramm. The scaling limits of the minimal spanning tree and invasion percolation in the plane. Ann. Probab. 46 (2018)
3501–3557. MR3857861 https://doi.org/10.1214/17-AOP1252

[15] O. Garet and R. Marchand. Large deviations for the chemical distance in supercritical Bernoulli percolation. Ann. Probab. 35 (2007) 833–866.
MR2319709 https://doi.org/10.1214/009117906000000881

[16] G. Grimmett. Percolation, 2nd edition. Springer-Verlag, Berlin, 1999. MR1707339 https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6
[17] G. Grimmett and H. Kesten. First-passage percolation, network flows and electrical resistances. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 66 (1984) 335–366.

MR0751574 https://doi.org/10.1007/BF00533701
[18] J. M. Hammersley and D. J. A. Welsh. First-passage percolation, subadditive processes, stochastic networks, and generalized renewal theory. In

Proc. Internat. Res. Semin., Statist. Lab., Univ. California, Berkeley, Calif. 61–110. Springer-Verlag, New York, 1965. MR0198576
[19] N. Holden and X. Sun. Convergence of uniform triangulations under the Cardy embedding. Acta Math. To appear. Available at

arXiv:1905.13207v3.
[20] J. Jiang and C.-L. Yao. Critical first-passage percolation starting on the boundary. Stochastic Process. Appl. 129 (2019) 2049–2065. MR3958423

https://doi.org/10.1016/j.spa.2018.06.008
[21] H. Kesten. Aspects of first passage percolation. In Lecture Notes in Math. 125–264, 1180. Springer, Berlin, 1986. MR0876084 https://doi.org/10.

1007/BFb0074919
[22] H. Kesten. Scaling relations for 2D-percolation. Comm. Math. Phys. 109 (1987) 109–156. MR0879034
[23] H. Kesten. First-passage percolation. From classical to modern probability. In Progr. Probab. 93–143, 54. Birkhäuser, Basel, 2003. MR2045986
[24] H. Kesten and Y. Zhang. A central limit theorem for “critical” first-passage percolation in two-dimensions. Probab. Theory Related Fields 107

(1997) 137–160. MR1431216 https://doi.org/10.1007/s004400050080
[25] G. F. Lawler, O. Schramm and W. Werner. One-arm exponent for critical 2D percolation. Electron. J. Probab. 7 (2002) 2. MR1887622

https://doi.org/10.1214/EJP.v7-101
[26] T. M. Liggett. An improved subadditive ergodic theorem. Ann. Probab. 13 (1985) 1279–1285. MR0806224
[27] P. Nolin. Near critical percolation in two-dimensions. Electron. J. Probab. 13 (2008) 1562–1623. MR2438816 https://doi.org/10.1214/EJP.v13-565
[28] D. Reimer. Proof of the van den Berg–Kesten conjecture. Combin. Probab. Comput. 9 (2000) 27–32. MR1751301 https://doi.org/10.1017/

S0963548399004113
[29] O. Schramm and S. Smirnov. On the scaling limits of planar percolation (with an appendix by C. Garban). Ann. Probab. 39 (2011) 1768–1814.

MR2884873 https://doi.org/10.1214/11-AOP659
[30] S. Sheffield. Exploration trees and conformal loop ensembles. Duke Math. J. 147 (2009) 79–129. MR2494457 https://doi.org/10.1215/

00127094-2009-007
[31] S. Sheffield and W. Werner. Conformal loop ensembles: The Markovian characterization and the loop-soup construction. Ann. Math. 176 (2012)

1827–1917. MR2979861 https://doi.org/10.4007/annals.2012.176.3.8
[32] S. Smirnov and W. Werner. Critical exponents for two-dimensional percolation. Math. Res. Lett. 8 (2001) 729–744. MR1879816 https://doi.org/10.

4310/MRL.2001.v8.n6.a4
[33] N. Sun. Conformally invariant scaling limits in planar critical percolation. Probab. Surv. 8 (2011) 155–209. MR2846901 https://doi.org/10.1214/

11-PS180
[34] J. van den Berg and R. Conijn. The gaps between the sizes of large clusters in 2D critical percolation. Electron. Commun. Probab. 18 (2013) 92.

MR3145048 https://doi.org/10.1214/ECP.v18-3065
[35] J. van den Berg, D. Kiss and P. Nolin. Two-dimensional volume-frozen percolation: Deconcentration and prevalence of mesoscopic clusters. Ann.

Sci. Éc. Norm. Supér. 51 (2018) 1017–1084. MR3861568 https://doi.org/10.24033/asens.2371
[36] J. van den Berg and P. Nolin. Near-critical percolation with heavy-tailed impurities, forest fires and frozen percolation. Probab. Theory Related

Fields 181 (2021) 211–290. MR4341073 https://doi.org/10.1007/s00440-020-01022-4
[37] W. Werner. Lectures on two-dimensional critical percolation. In Statistical Mechanics 297–360. IAS/Park City Math. Ser. 16. Amer. Math. Soc.,

Providence, RI, 2009. MR2523462 https://doi.org/10.1090/pcms/016/06
[38] C.-L. Yao. Law of large numbers for critical first-passage percolation on the triangular lattice. Electron. Commun. Probab. 19 (2014) 18.

MR3183571 https://doi.org/10.1214/ECP.v19-3268
[39] C.-L. Yao. Limit theorems for critical first-passage percolation on the triangular lattice. Stochastic Process. Appl. 128 (2018) 445–460.

MR3739504 https://doi.org/10.1016/j.spa.2017.05.002
[40] C.-L. Yao. Asymptotics for 2D critical and near-critical first-passage percolation. Probab. Theory Related Fields 175 (2019) 975–1019.

MR4026611 https://doi.org/10.1007/s00440-019-00908-2
[41] C.-L. Yao. Convergence of limit shapes for 2D near-critical first-passage percolation (original preprint version of this paper). Available at

arXiv:2104.01211v2.

https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3073882
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-2013-00772-9
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3790067
https://doi.org/10.4171/JEMS/786
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3857861
https://doi.org/10.1214/17-AOP1252
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2319709
https://doi.org/10.1214/009117906000000881
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1707339
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03981-6
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0751574
https://doi.org/10.1007/BF00533701
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0198576
http://arxiv.org/abs/arXiv:1905.13207v3
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3958423
https://doi.org/10.1016/j.spa.2018.06.008
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0876084
https://doi.org/10.1007/BFb0074919
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0879034
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2045986
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1431216
https://doi.org/10.1007/s004400050080
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1887622
https://doi.org/10.1214/EJP.v7-101
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0806224
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2438816
https://doi.org/10.1214/EJP.v13-565
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1751301
https://doi.org/10.1017/S0963548399004113
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2884873
https://doi.org/10.1214/11-AOP659
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2494457
https://doi.org/10.1215/00127094-2009-007
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2979861
https://doi.org/10.4007/annals.2012.176.3.8
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1879816
https://doi.org/10.4310/MRL.2001.v8.n6.a4
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2846901
https://doi.org/10.1214/11-PS180
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3145048
https://doi.org/10.1214/ECP.v18-3065
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3861568
https://doi.org/10.24033/asens.2371
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4341073
https://doi.org/10.1007/s00440-020-01022-4
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2523462
https://doi.org/10.1090/pcms/016/06
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3183571
https://doi.org/10.1214/ECP.v19-3268
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3739504
https://doi.org/10.1016/j.spa.2017.05.002
https://mathscinet.ams.org/mathscinet-getitem?mr=4026611
https://doi.org/10.1007/s00440-019-00908-2
http://arxiv.org/abs/arXiv:2104.01211v2
https://doi.org/10.1007/BFb0074919
https://doi.org/10.1017/S0963548399004113
https://doi.org/10.1215/00127094-2009-007
https://doi.org/10.4310/MRL.2001.v8.n6.a4
https://doi.org/10.1214/11-PS180


Annales de l’Institut Henri Poincaré - Probabilités et Statistiques
2024, Vol. 60, No. 2, 1334–1355
https://doi.org/10.1214/22-AIHP1352
© Association des Publications de l’Institut Henri Poincaré, 2024

Random walks in Dirichlet environments on Z with bounded
jumps

Daniel J. Slonima
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Abstract. We examine a class of random walks in random environments on Z with bounded jumps, a generalization of the classic
one-dimensional model. The environments we study have i.i.d. transition probability vectors drawn from Dirichlet distributions. For the
transient case of this model, we characterize ballisticity—nonzero limiting velocity. We do this in terms of two parameters, κ0 and κ1.
The parameter κ0 governs finite trapping effects. The parameter κ1, which already is known to characterize directional transience, also
governs repeated traversals of arbitrarily large regions of the graph. We show that the walk is ballistic if and only if min(κ0, |κ1|) > 1.
We prove some stronger results regarding moments of the quenched Green function and other functions that the quenched Green
function dominates. These results help us to better understand the phenomena and parameters affecting ballisticity.

Résumé. Nous considérons une classe de marches aléatoires dans des environnements aléatoires sur Z avec des sauts bornés, une gé-
néralisation du modèle classique unidimensionnel. Les environnements que nous étudions ont des vecteurs de probabilité de transition
i.i.d. tirés selon des lois de Dirichlet. Pour le cas transient de ce modèle, nous caractérisons la balisticité (vitesse limite non nulle). Nous
le faisons en fonction de deux paramètres, κ0 et κ1. Le paramètre κ0 régit les effets de pièges finis. Le paramètre κ1, qui est déjà connu
pour caractériser la transience directionnelle, contrôle également les traversées répétées de régions arbitrairement grandes du graphe.
Nous montrons que la marche est balistique si et seulement si min(κ0, κ1) > 1. Nous prouvons des résultats plus forts concernant les
moments de la fonction de Green et d’autres fonctions que la fonction de Green domine. Ces résultats nous aident à mieux comprendre
les phénomènes et les paramètres qui influent sur la balisticité.
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Abstract. Investigating a model of scale-invariant random spatial network suggested by Aldous, Kendall constructed a random metric
T on R

d , for which the distance between points is given by the optimal connection time, when travelling on the road network generated
by a Poisson process of lines with a speed limit. In this paper, we look into some fractal properties of that random metric. In particular,
although almost surely the metric space (Rd , T ) is homeomorphic to the usual Euclidean R

d , we prove that its Hausdorff dimension is
given by (γ − 1)d/(γ − d) > d, where γ > d is a parameter of the model; which confirms a conjecture of Kahn. We also find that the
metric space (Rd , T ) equipped with the Lebesgue measure exhibits a multifractal property, as some points have untypically big balls
around them.

Résumé. En étudiant un modèle de “scale-invariant random spatial network” suggéré par Aldous, Kendall a construit une métrique
aléatoire T sur Rd , pour laquelle la distance entre les points est donnée par le temps de trajet optimal, lorsqu’on se déplace sur le réseau
de routes engendré par un processus de Poisson de droites avec une limitation de vitesse. Dans cet article, nous nous intéressons aux
propriétés fractales de cette métrique aléatoire. En particulier, bien que presque sûrement l’espace métrique (Rd , T ) soit homéomorphe
à l’espace euclidien R

d , nous montrons que sa dimension de Hausdorff est donnée par (γ −1)d/(γ −d) > d, où γ > d est un paramètre
du modèle ; cela confirme une conjecture de Kahn. Nous montrons par ailleurs que l’espace métrique (Rd , T ) muni de la mesure de
Lebesgue est multifractal, puisque certains points se trouvent être au centre de boules atypiquement grosses.
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Abstract. We consider the additive martingale Wt(λ) and the derivative martingale ∂Wt (λ) for one-dimensional supercritical super-
Brownian motions with general branching mechanism. In the critical case λ = λ0, we prove that

√
tWt (λ0) converges in probability to

a positive limit, which is a constant multiple of the almost sure limit ∂W∞(λ0) of the derivative martingale ∂Wt (λ0). We also prove
that, on the survival event, lim supt→∞

√
tWt (λ0) = ∞ almost surely.

Résumé. Nous considérons la martingale additive Wt(λ) et la martingale dérivée ∂Wt (λ) pour les super-mouvements browniens
surcritiques unidimensionnels avec mécanisme général de branchement. Dans le cas critique où λ = λ0, nous prouvons que

√
tWt (λ0)

converge en probabilité vers une limite positive, qui est un multiple constant de la limite presque sûre ∂W∞(λ0) de la martingale
dérivée ∂Wt (λ0). Nous prouvons également que, dans l’événement de survie, lim supt→∞

√
tWt (λ0) = ∞ presque sûrement.
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Abstract. We define a graph process G(p, q) based on a discrete branching process with deletions and mergers, which is inspired by
the 4-cycle structure of both the hypercube Qd and the lattice Zd for large d. Individuals have Poisson offspring distribution with mean
1+p and certain deletions and mergers occur with probability q; these parameters correspond to the mean number of edges discovered
from a given vertex in an exploration of a percolation cluster and to the probability that a non-backtracking path of length four closes
a cycle, respectively.

We prove survival and extinction under certain conditions on p and q that heuristically match the known expansions of the critical
probabilities for bond percolation on the lattice Zd and the hypercube Qd . These expansions have been rigorously established by Hara
and Slade in 1995, and van der Hofstad and Slade in 2006, respectively. We stress that our method does not constitute a branching
process proof for the percolation threshold. However, it can provide a conjecture for other high-dimensional, odd-cycle free transitive
graphs such as the body-centered cubic lattice.

The analysis of the graph process survival is considerably more challenging than for branching processes in discrete time, due to
the interdependence between the descendants of different individuals in the same generation. In fact, it is left open whether the survival
probability of G(p, q) is monotone in p or q; we discuss this and some other open problems regarding the new graph process.

Résumé. Nous définissons un processus de graphes G(p, q) à partir d’un processus de branchement discret avec suppressions et
fusions, qui s’inspire de la structure à 4 cycles de l’hypercube Qd et du réseau Z

d pour des valeurs élevées de d. Les individus ont une
loi de reproduction de Poisson avec une moyenne de 1 + p et certaines suppressions et fusions se produisent avec une probabilité q ;
ces paramètres correspondent respectivement au nombre moyen d’arêtes découvertes à partir d’un sommet donné dans une exploration
d’un amas de percolation et à la probabilité qu’un chemin sans retour de longueur quatre ferme un cycle.

Nous prouvons la survie et l’extinction sous certaines conditions sur p et q qui correspondent heuristiquement aux expansions
connues des probabilités critiques de percolation des liaisons sur le réseau Z

d et l’hypercube Qd . Ces expansions ont été rigoureuse-
ment établies par Hara et Slade en 1995, et van der Hofstad et Slade en 2006, respectivement. Nous soulignons que notre méthode ne
constitue pas une preuve pour le seuil de percolation qui utiliserait les processus de branchement.

L’analyse de la survie du processus de graphes est considérablement plus difficile que pour les processus de branchement en temps
discret, en raison de l’interdépendance entre les descendants de différents individus dans la même génération. Par exemple, le fait que
la probabilité de survie de G(p, q) est monotone en p ou q n’est pas clair ; nous discutons de ceci et de quelques autres problèmes
ouverts concernant le nouveau processus de graphes.
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Abstract. In this work, we are interested in the set of visited vertices of a tree T by a randomly biased random walk X := (Xn,n ∈N).
The aim is to study a generalized range, that is to say the volume of the trace of X with both constraints on the trajectories of X and on
the trajectories of the underlying branching random potential V := (V (x), x ∈ T). Focusing on slow regime’s random walks (see Hu
and Shi (2016); Andreoletti and Chen in Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 54 (2018) 466–513), we prove a general result and
detail examples. These examples exhibit many different behaviors for a wide variety of ranges, showing the interactions between the
trajectories of X and the ones of V.

Résumé. Nous nous intéressons aux sommets d’un arbre de Galton–Watson T visités par une marche biaisée aléatoirement X :=
(Xn,n ∈ N). Plus particulièrement, nous étudions une trace généralisée, c’est à dire le volume des points visités par X avec des
containtes à la fois sur X et sur l’environnement aléatoire branchant V := (V (x), x ∈ T). Nous nous concentrons sur le régime lent
(voir Hu et Shi (2016) ; Andreoletti et Chen dans Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 54 (2018) 466–513), en montrant un résultat
général et en détaillant des exemples caractéristiques. Ces exemples font apparaître une grande variété de comportements asymptotiques
pour ce type de traces mettant en avant les interactions fortes entre X et V.
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