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Scaling limits for the critical Fortuin–Kasteleyn model on a
random planar map I: Cone times

Ewain Gwynnea, Cheng Maoa and Xin Sunb

aDepartment of Mathematics, Massachusetts Institute of Technology, Cambridge, MA 02139, USA. E-mail: ewain@mit.edu; maocheng@mit.edu
bDepartment of Mathematics, Columbia University, 2990 Broadway, New York, NY 10027, USA. E-mail: xinsun@math.columbia.edu

Abstract. Sheffield (2011) introduced an inventory accumulation model which encodes a random planar map decorated by a
collection of loops sampled from the critical Fortuin–Kasteleyn (FK) model. He showed that a certain two-dimensional random
walk associated with the infinite-volume version of the model converges in the scaling limit to a correlated planar Brownian motion.
We improve on this scaling limit result by showing that the times corresponding to FK loops (or “flexible orders”) in the inventory
accumulation model converge in the scaling limit to the π/2-cone times of the correlated Brownian motion. This statement implies
a scaling limit result for the joint law of the areas and boundary lengths of the bounded complementary connected components of
the FK loops on the infinite-volume planar map. In light of the encoding of Duplantier, Miller, and Sheffield (2014), the limiting
object coincides with the joint law of the areas and boundary lengths of the bounded complementary connected components of a
collection of CLE loops on an independent Liouville quantum gravity surface.

Résumé. Sheffield a introduit en 2011 un modèle d’accumulation de stocks, qui code une carte planaire aléatoire décorée par
une collection de boucles, échantillonnée selon le modèle de percolation de Fortuin–Kasteleyn (FK) critique. Il a démontré que
certaines marches aléatoires planes associées au modèle en volume infini convergent dans la limite d’échelle vers un mouvement
brownien plan corrélé. Nous améliorons ce résultat de limite d’échelle en montrant que les temps correspondant aux boucles FK
(ou « commandes flexibles ») dans le modèle d’accumulation de stocks convergent dans la limite d’échelle vers les temps de cône
d’angle π/2 du mouvement brownien limite. Cet énoncé implique un résultat de limite d’échelle pour la loi jointe des aires et
des longueurs de bord des composantes connexes bornées du complémentaire des boucles FK sur la carte de volume infini. À la
lumière du codage de Duplantier, Miller et Sheffield (2014), l’objet limite coïncide avec la loi jointe des aires et des longueurs de
bords des composantes connexes bornées du complémentaire d’une collection de boucles CLE sur une surface indépendante dont
la loi est donnée par la gravité quantique de Liouville.

MSC: Primary 60F17; 60G50; secondary 82B27

Keywords: Fortuin–Kasteleyn model; Random planar maps; Hamburger–cheeseburger bijection; Random walks in cones; Liouville quantum
gravity; Schramm–Loewner evolution; Conformal loop ensembles; Peanosphere
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On the fourth moment condition for Rademacher chaos
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Abstract. Adapting the spectral viewpoint suggested in (Ann. Probab. 40 (6) (2012) 2439–2459) in the context of symmetric
Markov diffusion generators and recently exploited in the non-diffusive setup of a Poisson random measure (Ann. Probab. (2017)),
we investigate the fourth moment condition for discrete multiple integrals with respect to general, i.e. non-symmetric and non-
homogeneous, Rademacher sequences and show that, in this situation, the fourth moment alone does not govern the asymptotic
normality. Indeed, here one also has to take into consideration the maximal influence of the corresponding kernel functions. In
particular, we show that there is no exact fourth moment theorem for discrete multiple integrals of order m ≥ 2 with respect to a
symmetric Rademacher sequence. This behavior, which is in contrast to the Gaussian (Ann. Probab. 33 (1) (2005) 177–193) and
Poisson (Ann. Probab. (2017)) situation, closely resembles that of degenerate, non-symmetric U -statistics from the classical paper
(J. Multivariate Anal. 34 (2) (1990) 275–289).

Résumé. En adaptant le point de vue spectral proposé par Ledoux (Ann. Probab. 40 (6) (2012) 2439–2459) dans le cadre des géné-
rateurs des diffusions Markoviennes, qui a également été exploité récemment dans la situation non-diffusive d’une mesure aléatoire
de Poisson (Ann. Probab. (2017)), nous étudions la condition du quatrième moment pour des intégrales multiples discrètes relatives
à des suites de Rademacher générales, c.à.d. non-symétriques et non-homogènes, et nous démontrons que, dans ce cas, le quatrième
moment ne gouverne pas complètement leur normalité asymptotique. En effet, il faut aussi tenir compte de l’influence maximale
des fonctions de noyau correspondantes. En particulier, nous démontrons qu’il n’y a pas de théorème du quatrième moment exact
pour des intégrales multiples discrètes de l’ordre m ≥ 2 relatives à une suite de Rademacher symétrique. Ce comportement, qui
contraste avex les situations Gaussiennes (Ann. Probab. 33 (1) (2005) 177–193) et Poissoniennes (Ann. Probab. (2017)), ressemble
fortement à celui des U -statistiques dégénerées et non-symétriques dans l’article classique (J. Multivariate Anal. 34 (2) (1990)
275–289).

MSC: 60F05; 60H07; 60H05

Keywords: Fourth moment theorem; Stein’s method; Discrete Malliavin calculus; Rademacher sequences; Carré du champ operator
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Abstract. Very recently we have shown that the spherical transform is a convenient tool for studying the relation between the
joint density of the singular values and that of the eigenvalues for bi-unitarily invariant random matrices. In the present work we
discuss the implications of these results for products of random matrices. In particular, we derive a transformation formula for the
joint densities of a product of two independent bi-unitarily invariant random matrices, the first from a polynomial ensemble and
the second from a polynomial ensemble of derivative type. This allows us to re-derive and generalize a number of recent results
in random matrix theory, including a transformation formula for the kernels of the corresponding determinantal point processes.
Starting from these results, we construct a continuous family of random matrix ensembles interpolating between the products of
different numbers of Ginibre matrices and inverse Ginibre matrices. Furthermore, we make contact to the asymptotic distribution
of the Lyapunov exponents of the products of a large number of bi-unitarily invariant random matrices of fixed dimension.

Résumé. Très récemment nous avons montré que la transformée sphérique est un outil pratique pour étudier la relation entre
la densité conjointe des valeurs singulières et celle des valeurs propres pour des matrices aléatoires bi-unitairement invariantes.
Dans le travail présent, nous discutons les implications de ces résultats pour les produits de matrices aléatoires. En particulier,
nous dérivons une formule de transformation pour les densités conjointes d’un produit de deux matrices aléatoires bi-unitairement
invariantes indépendantes, la première d’un ensemble polynomial et la seconde d’un ensemble polynomial de type dérivé. Cela
nous permet de redériver et de généraliser certains résultats récents dans la théorie des matrices aléatoires, y compris une formule
de transformation pour les noyaux des processus ponctuels déterminantals associés. A partir de ces résultats, nous construisons une
famille continue d’ensembles de matrices aléatoires interpolant entre les produits de différents nombres de matrices de Ginibre et
de matrices de Ginibre inverses. De plus, nous établissons un lien avec la distribution asymptotique des exposants de Lyapunov des
produits d’un grand nombre de matrices aléatoires bi-unitairement invariantes de dimension fixe.
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Abstract. For the critical Galton–Watson process with geometric offspring distributions we provide sharp barrier estimates for
barriers which are (small) perturbations of linear barriers. These are useful in analyzing the cover time of finite graphs in the
critical regime by random walk, and the Brownian cover times of compact two-dimensional manifolds. As an application of the
barrier estimates, we prove that if CL denotes the cover time of the binary tree of depth L by simple walk, then

√
CL/2L+1 −√

2 log 2L + logL/
√

2 log 2 is tight. The latter improves results of Aldous (J. Math. Anal. Appl. 157 (1991) 271–283), Bramson
and Zeitouni (Ann. Probab. 37 (2009) 615–653) and Ding and Zeitouni (Stochastic Process. Appl. 122 (2012) 2117–2133). In
a subsequent article we use these barrier estimates to prove tightness of the Brownian cover time for compact two-dimensional
manifolds.

Résumé. Pour le processus critique de Galton–Watson avec loi de reproduction géométrique de la progéniture, nous fournissons
des estimations fines de barrière pour des obstacles qui sont des (petites) perturbations de barrières linéaires. Les estimations
sont utiles pour analyser le temps de recouvrement, par une marche aleatoire, de graphes finis dans le régime critique, et les
temps de recouvrement brownien de variétés bidemensionelles compactes. Comme application des estimations de barrière, nous
prouvons que si CL dénote le temps de recouvrement de l’arbre binaire de profondeur L par une marche aleatoire simple, la suite√

CL/2L+1 − √
2 log 2L + logL/

√
2 log 2 est tendue. Ce dernier resultat améliore les résultats d’Aldous (J. Math. Anal. Appl.

157 (1991) 271–283), Bramson et Zeitouni (Ann. Probab. 37 (2009) 615–653) et Ding et Zeitouni (Stochastic Process. Appl. 122
(2012) 2117–2133). Dans un article compagnon, nous utilisons ces estimations de barrière pour prouver la tension du temps de
recouvrement brownien pour des variétés riemanniennes compactes en deux dimensions.
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Abstract. We discuss various forms of convergence of the vicinity of a uniformly at random selected vertex in random simply
generated trees, as the size tends to infinity. For the standard case of a critical Galton–Watson tree conditioned to be large the limit
is the invariant random sin-tree constructed by Aldous (1991). In the condensation regime, we describe in complete generality the
asymptotic local behaviour from a random vertex up to its first ancestor with large degree. Beyond this distinguished ancestor,
different behaviour may occur, depending on the branching weights. In a subregime of complete condensation, we obtain conver-
gence toward a novel limit tree, that describes the asymptotic shape of the vicinity of the full path from a random vertex to the root
vertex. This includes the case where the offspring distribution follows a power law up to a factor that varies slowly at infinity.

Résumé. Nous discutons de plusieurs formes de convergence du voisinage d’un sommet aléatoire uniforme dans des arbres aléa-
toires simplement générés, lorsque leur taille tend vers l’infini. Pour le cas standard d’un arbre de Galton–Watson critique condi-
tionné à être grand, la limite est le sin-tree invariant aléatoire construit par Aldous (1991). Dans le régime de condensation, nous
décrivons en toute généralité le comportement asymptotique local depuis un sommet aléatoire jusqu’à son premier ancêtre de grand
degré. Au delà de cet ancêtre distingué, différents comportements peuvent apparaître selon les poids de branchement. Dans un sous-
régime de condensation complète, nous obtenons la convergence vers un nouvel arbre limite, qui décrit la forme asymptotique du
voisinage du chemin complet depuis un sommet aléatoire jusqu’à la racine. Cela inclut le cas où la distribution de la descendance
suit une loi de puissance, à un facteur près qui varie lentement à l’infini.
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Abstract. We provide a representation result of parabolic semi-linear PDEs, with polynomial nonlinearity, by branching diffusion
processes. We extend the classical representation for KPP equations, introduced by Skorokhod [Theory Probab. Appl. 9 (1964)
445–449], Watanabe [J. Math. Kyoto Univ. 4 (1965) 385–398] and McKean [Comm. Pure Appl. Math. 28 (1975) 323–331], by
allowing for polynomial nonlinearity in the pair (u,Du), where u is the solution of the PDE with space gradient Du. Similar to the
previous literature, our result requires a non-explosion condition which restrict to “small maturity” or “small nonlinearity” of the
PDE. Our main ingredient is the Malliavin automatic differentiation technique as in [Ann. Appl. Probab. 27 (2017) 3305–3341],
based on the Malliavin integration by parts, which allows to account for the nonlinearities in the gradient. As a consequence,
the particles of our branching diffusion are marked by the nature of the nonlinearity. This new representation has very important
numerical implications as it is suitable for Monte Carlo simulation. Indeed, this provides the first numerical method for high
dimensional nonlinear PDEs with error estimate induced by the dimension-free central limit theorem. The complexity is also easily
seen to be of the order of the squared dimension. The final section of this paper illustrates the efficiency of the algorithm by some
high dimensional numerical experiments.

Résumé. Nous obtenons une représentation de la solution u d’une EDP semi-linéaire parabolique, avec une nonlinéarité poly-
nomiale, par le biais d’un processus de diffusion branchant. Nous étendons ainsi le résultat de représentation classique pour les
équations KPP, introduit par Skorokhod [Theory Probab. Appl. 9 (1964) 445–449], Watanabe [J. Math. Kyoto Univ. 4 (1965)
385–398] et McKean [Comm. Pure Appl. Math. 28 (1975) 323–331], au cas d’une nonlinéarité polynomiale en (u,Du). Bien
évidemment, une telle non linéarité polynomiale requiert une condition de non explosion, qui est équivalent à une restriction de
l’horizon, ou à une restriction de la taille de la perturbation nonlinéaire. L’ingrédient essentiel pour notre représentation est la
technique de différentiation automatique de type Malliavin comme dans [Ann. Appl. Probab. 27 (2017) 3305–3341], qui permet
de traiter la nonlinéarité en Du. Par conséquent, les particules de notre processus de branchement sont marquées par la nature
de la nonlinéarité. Nous développons également une application importante de cette nouvelle représentation à l’approximation
numérique de la solution d’une telle EDP par la méthode de Monte Carlo. Cette approximation est particulièrement intéressante
en grande dimension du fait que l’estimation de l’erreur, induite par le théorème central limite, est indépendante de la dimension.
La complexité de cet algorithme est de l’ordre du carré de la dimension. Dans le dernier paragraphe du papier, nous illustrons
l’efficacité de cette méthode d’approximation numérique dans le cadre d’une équation de Burgers en dimension d = 20.
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Abstract. We are dealing with the validity of a large deviation principle for the two-dimensional Navier–Stokes equation, with
periodic boundary conditions, perturbed by a Gaussian random forcing. We are here interested in the regime where both the strength
of the noise and its correlation are vanishing, on a length scale ε and δ(ε), respectively, with 0 < ε, δ(ε) � 1. Depending on the
relationship between ε and δ(ε) we will prove the validity of the large deviation principle in different functional spaces.

Résumé. Nous considérons les équations de Navier–Stokes avec conditions aux limites périodiques et perturbées par une force
aléatoire gaussienne et démontrons un principe de grande déviation. Le régime étudié est celui-ci où l’amplitude du bruit et sa
corrélation tendent vers zéro aux vitesses ε et δ(ε), avec 0 < ε, δ(ε) � 1. Le principe de grande déviation est démontré dans
différent espaces fonctionnels selon le comportement δ(ε) en fonction de ε.
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[3] Z. Brzeźniak and S. Cerrai. Large deviations principle for the invariant measures of the 2D stochastic Navier–Stokes equations on a torus.

J. Funct. Anal. 273 (2017) 1891–1930. MR3669026
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Abstract. We provide a new construction of the Brownian disks, which have been defined by Bettinelli and Miermont as scaling
limits of quadrangulations with a boundary when the boundary size tends to infinity. Our method is very similar to the construction
of the Brownian map, but it makes use of the positive excursion measure of the Brownian snake which has been introduced recently.
This excursion measure involves a continuous random tree whose vertices are assigned nonnegative labels, which correspond
to distances from the boundary in our approach to the Brownian disk. We provide several applications of our construction. In
particular, we prove that the uniform measure on the boundary can be obtained as the limit of the suitably normalized volume
measure on a small tubular neighborhood of the boundary. We also prove that connected components of the complement of the
Brownian net are Brownian disks, as it was suggested in the recent work of Miller and Sheffield. Finally, we show that connected
components of the complement of balls centered at the distinguished point of the Brownian map are independent Brownian disks,
conditionally on their volumes and perimeters.

Résumé. Nous donnons une nouvelle construction des disques browniens, qui ont été définis par Bettinelli et Miermont comme
limites d’échelle de quadrangulations avec frontière quand la taille de la frontière tend vers l’infini. Notre méthode est semblable à
la construction de la carte brownienne, mais elle utilise la mesure d’excursion positive du serpent brownien introduite récemment.
Cette mesure d’excursion implique un arbre aléatoire continu dont les sommets reçoivent des labels positifs, qui correspondent aux
distances depuis la frontière dans notre approche du disque brownien. Nous donnons plusisurs applications de cette construction.
En particulier, nous montrons que la mesure uniforme sur la frontière peut être obtenue comme limite de la mesure de volume
(convenablement normalisée) sur un petit voisinage tubulaire de la frontière. Nous montrons aussi que les composantes connexes
du complémentaire du filet brownien sont des disques browniens, comme cela est suggéré dans le travail récent de Miller et
Sheffield. Finalement, nous montrons que les composantes connexes du complémentaire d’une boule centrée au point distingué de
la carte brownienne sont, conditionnellement à leurs volumes et leurs périmètres, des disques browniens indépendants.
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Conditioning a Brownian loop-soup cluster on a portion
of its boundary
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Abstract. We show that if one conditions a cluster in a Brownian loop-soup L (of any intensity) in a two-dimensional domain by
a portion ∂ of its outer boundary, then in the remaining domain, the union of all the loops of L that touch ∂ satisfies the conformal
restriction property while the other loops in L form an independent loop-soup. This result holds when one discovers ∂ in a natural
Markovian way, such as in the exploration procedures that have been defined in order to actually construct the Conformal Loop
Ensembles as outer boundaries of loop-soup clusters. This result implies among other things that a phase transition occurs at
c = 14/15 for the connectedness of the loops that touch ∂ .

Our results can be viewed as an extension of some of the results in our paper (J. Eur. Math. Soc. (2019) to appear) in the
following two directions: There, a loop-soup cluster was conditioned on its entire outer boundary while we discover here only part
of this boundary. And, while it was explained in (J. Eur. Math. Soc. (2019) to appear) that the strong decomposition using a Poisson
point process of excursions that we derived there should be specific to the case of the critical loop-soup, we show here that in the
subcritical cases, a weaker property involving the conformal restriction property nevertheless holds.

Résumé. Dans le présent article, nous étudions certaines propriétés des amas de lacets browniens, dans une soupe de lacets
browniens d’intensité c dans un domaine du plan, pour toute intensité c ≤ 1.

Notre principal résultat dit que si l’on découvre de manière Markovienne une portion ∂ du bord extérieur d’un tel amas, alors
dans le domaine restant, la loi conditionnelle de l’union de tous les lacets dans L qui touchent ∂ satisfait la propriété de restriction
conforme tandis que les autres lacets dans L forment une soupe de lacets indépendante. Ceci implique en particulier l’existence
d’une transition de phase à c = 14/15 pour la connectivité de l’ensemble des lacets qui touchent ∂ .

Nos résultats constituent une extension de certains résultats de notre papier (J. Eur. Math. Soc. (2019) to appear) dans les
deux directions suivantes: Dans (J. Eur. Math. Soc. (2019) to appear), un cluster de lacets est conditionné par son bord extérieur
entier tandis que nous découvrons ici seulement une partie de ce bord. En outre, dans (J. Eur. Math. Soc. (2019) to appear), nous
expliquons que la description que nous donnons de l’ensemble des lacets qui touchent ce bord via un processus ponctuel de Poisson
d’excursions est spécifique au cas de la soupe de lacets critique (c = 1), nous montrons ici que dans les cas sous-critiques c < 1,
une propriété plus faible de restriction conforme reste néanmoins vraie.
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Abstract. This article investigates second order intertwinings between semigroups of birth–death processes and discrete gradients
on N. It goes one step beyond a recent work of Chafaï and Joulin which establishes and applies to the analysis of birth–death
semigroups a first order intertwining. Similarly to the first order relation, the second order intertwining involves birth–death and
Feynman–Kac semigroups and weighted gradients on N, and can be seen as a second derivative relation. As our main application,
we provide new quantitative bounds on the Stein factors of discrete distributions. To illustrate the relevance of this approach, we
also derive approximation results for the mixture of Poisson and geometric laws.

Résumé. Cet article établit l’existence d’entrelacements au second ordre entre semi-groupes relatifs aux processus de naissance-
mort et gradients discrets sur N, allant ainsi un pas plus loin que les travaux récents de Chafaï et Joulin, qui concernent les entrela-
cements au premier ordre et leur application à l’analyse des semi-groupes de naissance-mort. Comme la relation du premier ordre,
l’entrelacement de second ordre fait intervenir des semi-groupes de naissance-mort et de Feynman–Kac et des gradients à poids sur
N, et peut s’interpréter comme une relation de dérivation à l’ordre deux. Comme application principale, nous établissons des nou-
velles bornes sur les facteurs de Stein relatifs aux distributions discrètes, et nous donnons également des résultats d’approximation
pour le mélange de lois géométriques et le mélange de lois de Poisson, qui illustrent la pertinence de notre approche.
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Mixing and decorrelation in infinite measure:
The case of the periodic Sinai billiard
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Abstract. We investigate the question of the rate of mixing for observables of a Zd -extension of a probability preserving dynamical
system with good spectral properties. We state general mixing results, including expansions of every order. The main motivation
of this article is the study of mixing rates for smooth observables of the Z

2-periodic Sinai billiard, with different kinds of results
depending on whether the horizon is finite or infinite. We establish a first order mixing result when the horizon is infinite. In the
finite horizon case, we establish an asymptotic expansion of every order, enabling the study of the mixing rate even for observables
with null integrals. This result is related to an Edgeworth expansion in the local limit theorem.

Résumé. Cet article est une contribution à l’étude du mélange d’observables de systèmes dynamiques préservant une mesure
infinie. Nous étudions le cas de Z

d -extensions de systèmes dynamiques probabilisés ayant de bonnes propriétés spectrales. Nous
établissons des résultats généraux et les illustrons par plusieurs exemples. Notre motivation principale est l’étude de la vitesse
de mélange pour des observables régulières du billard de Sinai Z2-périodique, pour lequel nous obtenons des résultats de types
différents selon que l’horizon soit fini ou infini. Nous établissons un résultat de mélange du premier ordre lorsque l’horizon est
infini. Dans le cas où l’horizon est fini, nous établissons un développement asymptotique de tout ordre, permettant l’étude de la
vitesse de mélange pour des observables d’intégrale nulle. Ce dernier résultat est relié à un développement de Edgeworth dans le
théorème limite local.
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The local limit of random sorting networks
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Abstract. A sorting network is a geodesic path from 12 · · ·n to n · · ·21 in the Cayley graph of Sn generated by adjacent transpo-
sitions. For a uniformly random sorting network, we establish the existence of a local limit of the process of space–time locations
of transpositions in a neighbourhood of an for a ∈ [0,1] as n → ∞. Here time is scaled by a factor of 1/n and space is not scaled.

The limit is a swap process U on Z. We show that U is stationary and mixing with respect to the spatial shift and has time-
stationary increments. Moreover, the only dependence on a is through time scaling by a factor of

√
a(1 − a).

To establish the existence of U , we find a local limit for staircase-shaped Young tableaux. These Young tableaux are related to
sorting networks through a bijection of Edelman and Greene.

Résumé. Un réseau de tri est un chemin géodésique de 12 · · ·n à n · · ·21 dans le graphe de Cayley de Sn généré par les transposi-
tions adjacentes. Pour un réseau de tri uniforme, on établit l’existence d’une limite locale du processus des positions espace-temps
des transpositions dans un voisinage de an pour a ∈ [0,1] lorsque n → ∞. Ici, le temps est mis à l’échelle par un facteur de 1/n et
l’espace n’est pas mis à l’échelle.

La limite est un processus d’échange U sur Z. On montre que U est stationnaire et mélangeant par rapport au déplacement
spatial, et qu’il a des incréments de temps qui sont stationnaires. De plus, la seule dépendance sur a est à travers une mise à
l’échelle temporelle par un facteur de

√
a(1 − a).

Pour établir l’existence de U , on trouve une limite locale pour les tableaux de Young en forme d’escalier. Ces tableaux de Young
sont reliés aux réseaux de tri à travers une bijection d’Edelman et Greene.
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Abstract. We compare finite rank perturbations of the following three ensembles of complex rectangular random matrices: First,
a generalised Wishart ensemble with one random and two fixed correlation matrices introduced by Borodin and Péché, second, the
product of two independent random matrices where one has correlated entries, and third, the case when the two random matrices
become also coupled through a fixed matrix. The singular value statistics of all three ensembles is shown to be determinantal and
we derive double contour integral representations for their respective kernels. Three different kernels are found in the limit of
infinite matrix dimension at the origin of the spectrum. They depend on finite rank perturbations of the correlation and coupling
matrices and are shown to be integrable. The first kernel (I) is found for two independent matrices from the second, and two weakly
coupled matrices from the third ensemble. It generalises the Meijer G-kernel for two independent and uncorrelated matrices. The
third kernel (III) is obtained for the generalised Wishart ensemble and for two strongly coupled matrices. It further generalises the
perturbed Bessel kernel of Desrosiers and Forrester. Finally, kernel (II), found for the ensemble of two coupled matrices, provides
an interpolation between the kernels (I) and (III), generalising previous findings of part of the authors.

Résumé. Les perturbations de rang fini des trois ensembles de matrices aléatoires complexes rectangulaires suivants sont com-
parés: d’abord un ensemble de Wishart généralisé, avec une matrice aléatoire et deux matrices de corrélation fixées, introduit par
Borodin et Péché ; ensuite le produit de deux matrices aléatoires indépendantes, dont une a des éléments corrélés ; enfin le cas
où deux matrices aléatoires sont couplées par une matrice fixée. Nous prouvons que la statistique des valeurs singulières des trois
ensembles est déterminantale et nous dérivons des représentations en termes d’intégrales de contour doubles pour leurs noyaux
respectifs. Dans la limite de dimension de matrice infinie à l’origine du spectre, on trouve trois noyaux différents, qui dépendent
de la perturbation du rang fini des matrices de corrélation et du couplage et s’avèrent être intégrables. Le premier noyau (I) est
trouvé pour le cas de deux matrices indépendantes du second ensemble, et pour celui de deux matrices faiblement couplées du
troisième ensemble. Ce noyau généralise celui du type Meijer-G, valable pour deux matrices indépendantes et non corrélées. Le
troisième noyau (III) est obtenu pour l’ensemble de Wishart généralisé et pour deux matrices couplées de façon forte. Celui-là
généralise le noyau de Bessel perturbé de Desrosiers et Forrester. Finalement, le noyau (II), qui est trouvé pour l’ensemble de deux
matrices couplées, représente une interpolation entre les noyaux (I) et (III), ce qui généralise des résultats précédemment obtenus
par certains des auteurs.
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Keywords: Products of random matrices; Correlated Wishart ensemble; Determinantal point processes; Biorthogonal ensembles; Finite rank
perturbations

http://www.imstat.org/aihp
https://doi.org/10.1214/18-AIHP888
mailto:akemann@physik.uni-bielefeld.de
mailto:tchecinski@uni-bielefeld.de
mailto:dzliu@ustc.edu.cn
mailto:strahov@math.huji.ac.il


References

[1] G. Akemann, T. Checinski and M. Kieburg. Spectral correlation functions of the sum of two independent complex Wishart matrices with
unequal covariances. J. Phys. A: Math. Theor. 49, 315201 (2016). Available at arXiv:1509.03466 [math-ph]. MR3519278

[2] G. Akemann and J. R. Ipsen. Recent exact and asymptotic results for products of independent random matrices. Acta Phys. Polon. B 46 (9)
(2015) 1747–1784. Available at arXiv:1502.01667 [math-ph]. MR3403839

[3] G. Akemann, J. R. Ipsen and M. Kieburg. Products of rectangular random matrices: Singular values and progressive scattering. Phys. Rev. E
88 (5), 052118 (2013). Available at arXiv:1307.7560 [math-ph].

[4] G. Akemann, M. Kieburg and L. Wei. Singular value correlation functions for products of Wishart random matrices. J. Phys. A 46, 275205
(2013). Available at arXiv:1303.5694 [math-ph]. MR308191

[5] G. Akemann and E. Strahov. Dropping the independence: Singular values for products of two coupled random matrices. Comm. Math. Phys.
345 (2016) 101–140. Available at arXiv:1504.02047 [math-ph]. MR3509011

[6] G. Akemann and E. Strahov. Hard edge limit of the product of two strongly coupled random matrices. Nonlinearity 29 (12) (2016) 3743–3776.
Available at arXiv:1511.09410 [math-ph]. MR3580329

[7] C. Andréief. Mém. de la Soc. Sci. Bordeaux (3) 2 (1886) 1–14.
[8] J. Baik, G. Ben Arous and S. Péché. Phase transition of the largest eigenvalue for nonnull complex sample covariance matrices. Ann. Probab.

33 (5) (2005) 1643–1697. Available at arXiv:math/0403022 [math.PR]. MR2165575
[9] E. L. Basor and P. J. Forrester. Formulas for the evaluation of Toeplitz determinants with rational generating functions. Math. Nachr. 170

(1994) 5–18. MR1302362
[10] F. A. Berezin and F. I. Karpelevich. Zonal spherical functions and Laplace operators on some symmetric spaces. Dokl. Akad. Nauk SSSR 118

(1) (1958) 9–12. MR0095216
[11] M. Bertola and T. Bothner. Universality conjecture and results for a model of several coupled positive-definite matrices. Comm. Math. Phys.

337 (3) (2015) 1077–1141. Available at arXiv:1407.2597 [math-ph]. MR3339172
[12] A. Borodin. Biorthogonal ensembles. Nuclear Phys. B 536 (3) (1998) 704–732. Available at arXiv:math/9804027 [math.CA]. MR1663328
[13] A. Borodin and S. Péché. Airy kernel with two sets of parameters in directed percolation and random matrix theory. J. Stat. Phys. 132 (2)

(2008) 275–290. Available at arXiv:0712.1086 [math-ph]. MR2415103
[14] T. Claeys, A. B. J. Kuijlaars and D. Wang. Correlation kernels for sums and products of random matrices. Random Matrices Theory Appl. 4

(4), 1550017 (2015). Available at arXiv:1505.00610 [math.PR]. MR3418846
[15] P. Desrosiers and P. J. Forrester. Asymptotic correlations for Gaussian and Wishart matrices with external source. Int. Math. Res. Not. IMRN

2006, 27395 (2006). Available at arXiv:math-ph/0604012. MR2250019
[16] A. Edelman, A. Guionnet and S. Péché. Beyond universality in random matrix theory. Ann. Appl. Probab. 26 (3) (2016) 1659–1697. Available

at arXiv:1405.7590 [math.PR]. MR3513602
[17] J. Fischmann, W. Bruzda, B. A. Khoruzhenko, H.-J. Sommers and K. Zyczkowski. Induced ginibre ensemble of random matrices and quantum

operations. J. Phys. A 45 (7), 075203 (2012). Available at arXiv:1107.5019 [math-ph]. MR2881072
[18] P. J. Forrester. Log-Gases and Random Matrices. London Mathematical Society Monographs Series 34. Princeton University Press, Princeton,

NJ, 2010. MR2641363
[19] P. J. Forrester. Lyapunov exponents for products of complex Gaussian random matrices. J. Stat. Phys. 151 (5) (2013) 796–808. Available at

arXiv:1206.2001 [math.PR]. MR3055376
[20] P. J. Forrester and D.-Z. Liu. Singular values for products of complex Ginibre matrices with a source: Hard edge limit and phase transition.

Comm. Math. Phys. 344 (1) (2016) 333–368. Available at arXiv:1503.07955 [math.PR]. MR3493145
[21] P. J. Forrester and D.-Z. Liu. Raney distributions and random matrix theory. J. Stat. Phys. 158 (2015) 1051–1082. Available at

arXiv:1404.5759 [math-ph]. MR3313617
[22] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik. Table of Integrals, Series, and Products. A. Jeffrey and D. Zwillinger (Eds). 5th edition. 1994. MR1243179
[23] T. Guhr and T. Wettig. An Itzykson–Zuber like integral and diffusion for complex ordinary and supermatrices. J. Math. Phys. 37 (1996)

6395–6413. Available at arXiv:hep-th/9605110. MR1419177
[24] Harish-Chandra. Differential operators on a semisimple Lie algebra. Amer. J. Math. 79 (1957) 87–120. MR0084104
[25] A. R. Its, A. G. Izergin, V. E. Korepin and N. A. Slavnov. Differential equations for quantum correlation functions. Internat. J. Modern Phys.

D 04 (1990) 1003–1037. MR1064758
[26] C. Itzykson and J. B. Zuber. The planar approximation. 2. J. Math. Phys. 21 (1980) 411–423. MR0562985
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Functional limit theorem for the self-intersection local time of
the fractional Brownian motion
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Abstract. Let {Bt }t≥0 be a d-dimensional fractional Brownian motion with Hurst parameter 0 < H < 1, where d ≥ 2. Consider
the approximation of the self-intersection local time of B, defined as

I ε
T =

∫ T

0

∫ t

0
pε(Bt − Bs)ds dt,

where pε(x) is the heat kernel. We prove that the process {I ε
T

−E[I ε
T

]}T ≥0, rescaled by a suitable normalization, converges in law

to a constant multiple of a standard Brownian motion for 3
2d

< H ≤ 3
4 and to a multiple of a sum of independent Hermite processes

for 3
4 < H < 1, in the space C[0,∞), endowed with the topology of uniform convergence on compacts.

Résumé. Soit {Bt }t≥0 un mouvement brownien fractionnaire d-dimensionel avec paramètre de Hurst 0 < H < 1, où d ≥ 2. On
considère l’approximation du temps local d’auto-intersection du processus B, défini comme

I ε
T =

∫ T

0

∫ t

0
pε(Bt − Bs)ds dt,

où pε(x) est le noyau de la chaleur. Nous démontrons que le processus {I ε
T

− E[I ε
T

]}T ≥0, rééchelonné avec une normalisation

convenable, converge en loi vers un mouvement brownien multiplié par une constante si 3
2d

< H ≤ 3
4 et vers une somme de

processus de Hermite indépendants multipliée par une constante si 3
4 < H < 1, dans l’espace C[0,∞), muni de la topologie de la

convergence uniforme sur les compacts.
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Universality of Ghirlanda–Guerra identities and spin
distributions in mixed p-spin models
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Abstract. We prove universality of the Ghirlanda–Guerra identities and spin distributions in the mixed p-spin models. The as-
sumption for the universality of the identities requires exactly that the coupling constants have zero means and finite variances,
and the result applies to the Sherrington–Kirkpatrick model. As an application, we obtain weakly convergent universality of spin
distributions in the generic p-spin models under the condition of two matching moments. In particular, certain identities for 3-
overlaps and 4-overlaps under the Gaussian disorder follow. Under the stronger mode of total variation convergence, we find that
universality of spin distributions in the mixed p-spin models holds if mild dilution of connectivity by the Viana–Bray diluted spin
glass Hamiltonians is present and the first three moments of coupling constants in the mixed p-spin Hamiltonians match. These
universality results are in stark contrast to the characterization of spin distributions in the undiluted mixed p-spin models, which is
known up to now that four matching moments are required in general.

Résumé. Nous prouvons l’universalité des identités de Ghirlanda–Guerra et des distributions de spin dans les mélanges de mo-
dèles à p-spin. L’hypothèse de l’universalité des identités exige précisément que les constantes de couplage aient des moyennes
nulles et des variances finies; le résultat s’applique au modèle de Sherrington–Kirkpatrick. Comme application, nous obtenons
une universalité faiblement convergente des distributions de spin dans les modèles à p-spin génériques à condition d’avoir deux
moments analogues. En particulier, certaines identités pour 3 chevauchements et 4 chevauchements selon le modèle de perturba-
tion gaussienne s’ensuivent. Sous le mode plus fort de la convergence de la variation totale, nous trouvons que l’universalité des
distributions de spin dans les mélanges de modèles à p-spin est maintenue si une légère dilution de la connectivité par les Hamil-
toniens de verre de spin du modèle dilué de Viana–Bray est présente et que les trois premiers moments des constantes de couplage
dans les Hamiltoniens des mélanges de modèles à p-spin mixtes concordent. Ces résultats d’universalité s’opposent fortement à la
caractérisation des distributions de spin dans les mélanges de modèles à p-spin non dilués, qui sont connus jusqu’à présent pour
avoir besoin en général de quatre moments analogues.
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Convergence of the free Boltzmann quadrangulation
with simple boundary to the Brownian disk
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Abstract. We prove that the free Boltzmann quadrangulation with simple boundary and fixed perimeter, equipped with its graph
metric, natural area measure, and the path which traces its boundary converges in the scaling limit to the free Boltzmann Brownian
disk. The topology of convergence is the so-called Gromov–Hausdorff–Prokhorov-uniform (GHPU) topology, the natural analog of
the Gromov–Hausdorff topology for curve-decorated metric measure spaces. From this we deduce that a random quadrangulation
of the sphere decorated by a 2l-step self-avoiding loop converges in law in the GHPU topology to the random curve-decorated
metric measure space obtained by gluing together two independent Brownian disks along their boundaries.

Résumé. Nous démontrons que la quadrangulation de Boltzmann libre avec un bord simple de périmètre fixé, munie de sa métrique
de graphe, de sa mesure d’aire naturelle, et du chemin qui décrit sa frontière, converge dans la limite d’échelle vers le disque
brownien libre de Boltzmann. La topologie de cette convergence est celle de Gromov–Hausdorff–Prokhorov-uniforme (GHPU),
qui est l’analogue naturel de la topologie de Gromov-Hausdroff pour des espaces métriques mesurés décorés par une courbe. Nous
déduisons de cela qu’une quadrangulation aléatoire de la sphère, décorée par une marche aléatoire auto-évitante de longueur 2l,
converge en loi pour la topologie GHPU vers l’espace métrique mesuré et décoré par une courbe que l’on obtient en recollant
ensemble deux disques browniens indépendants le long de leurs bords.
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Abstract. We study N interacting random walks on the positive integers. Each particle has drift δ towards infinity, a reflection at
the origin, and a drift towards particles with lower positions. This inhomogeneous mean field system is shown to be ergodic only
when the interaction is strong enough. We focus on this latter regime, and point out the effect of piles of particles, a phenomenon
absent in models of interacting diffusion in continuous space.

Résumé. Nous étudions N marches aléatoires interagissantes sur les entiers naturels. Chaque particule a une dérive δ vers l’infini,
une réflexion à l’origine, ainsi qu’une dérive vers les particules de positions plus petites. Nous montrons que ce système de champ
moyen inhomogène est ergodique lorsque l’interaction est assez forte. Nous nous concentrons sur ce dernier régime, et mettons en
lumière le rôle des empilements de particules sur un même site, phénomène absent dans les modèles continus.

MSC: 60K35; 82C44

Keywords: Interacting particle systems; Mean-field interaction; Non-reversibility

References

[1] A. Asselah and F. Castell. Existence of quasi-stationary measures for asymmetric attractive particle systems on Z
d . Ann. Appl. Probab. 13

(4) (2003) 1569–1590. MR2023889
[2] J. Bérard and J.-B. Gouéré. Brunet–Derrida behavior of branching-selection particle systems on the line. Comm. Math. Phys. 298 (2) (2010)

323–342. MR2669438
[3] E. Brunet and B. Derrida. Shift in the velocity of a front due to a cutoff. Phys. Rev. E 56 (3) (1997) 2597–2604. MR1473413
[4] P. Cattiaux, A. Guillin and F. Malrieu. Probabilistic approach for granular media equations in the non-uniformly convex case. Probab. Theory

Related Fields 140 (1–2) (2008) 19–40. MR2357669
[5] A. De Masi, P. A. Ferrari, E. Presutti and N. Soprano-Loto. Hydrodynamics of the N-BBM process. Preprint, 2017. Available at

arXiv:1707.00799.
[6] R. Durrett, D. Remenik et al. Brunet–Derrida particle systems, free boundary problems and Wiener–Hopf equations. Ann. Probab. 39 (6)

(2011) 2043–2078. MR2932664
[7] G. Fayolle, V. A. Malyshev and M. V. Men’shikov. Topics in the Constructive Theory of Countable Markov Chains. Cambridge University

Press, Cambridge, 1995. MR1331145
[8] P. Ferrari, H. Kesten, S. Martinez and P. Picco. Existence of quasi-stationary distributions. A renewal dynamical approach. Ann. Probab. 23

(2) (1995) 501–521. MR1334159
[9] P. A. Ferrari and N. Maric. Quasi stationary distributions and Fleming–Viot processes in countable spaces. Electron. J. Probab. 12 (24) (2007)

684–702. MR2318407
[10] J. R. Jackson. Jobshop-like queueing systems. Manage. Sci. 10 (1) (1963) 131–142.
[11] B. Jourdain and F. Malrieu. Propagation of chaos and Poincaré inequalities for a system of particles interacting through their CDF. Ann. Appl.

Probab. 18 (5) (2008) 1706–1736. MR2462546

http://www.imstat.org/aihp
https://doi.org/10.1214/18-AIHP893
mailto:andreis@wias-berlin.de
mailto:amine.asselah@u-pec.fr
mailto:daipra@math.unipd.it
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2023889
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2669438
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1473413
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2357669
http://arxiv.org/abs/arXiv:1707.00799
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2932664
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1331145
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1334159
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2318407
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2462546


[12] B. Jourdain and J. Reygner. Propagation of chaos for rank-based interacting diffusions and long time behaviour of a scalar quasilinear
parabolic equation. Stoch. Partial Differ. Equ., Anal. Computat. 1 (3) (2013) 455–506. MR3327514

[13] P. Maillard. Speed and fluctuations of n-particle branching Brownian motion with spatial selection. Probab. Theory Related Fields 166 (3–4)
(2016) 1061–1173. MR3568046

[14] S. P. Meyn and R. L. Tweedie. Stability of Markovian processes III: Foster–Lyapunov criteria for continuous-time processes. Adv. Appl.
Probab. 25 (3) (1993) 518–548. MR1234295

[15] S. Pal and J. Pitman. One-dimensional Brownian particle systems with rank-dependent drifts. Ann. Appl. Probab. 18 (6) (2008) 2179–2207.
MR2473654

[16] J. Reygner. Chaoticity of the stationary distribution of rank-based interacting diffusions. Electron. Commun. Probab. 20 (2015) paper no. 60.
MR3399811

[17] J. Reygner. Long time behaviour and mean-field limit of atlas models. ESAIM Proc. Surv. 60 (2017) 132–143.
[18] A.-S. Sznitman. Équations de type de Boltzmann, spatialement homogenes. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete 66 (4) (1984) 559–592. MR0753814
[19] A.-S. Sznitman. Topics in propagation of chaos. In Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour XIX—1989 165–251. Springer, Berlin, 1991.

MR1108185
[20] R. J. Williams. Reflected Brownian motion with skew symmetric data in a polyhedral domain. Probab. Theory Related Fields 75 (4) (1987)

459–485. MR0894900

http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3327514
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3568046
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1234295
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=2473654
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=3399811
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0753814
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=1108185
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=0894900


Recommandations aux auteurs
Instructions to authors

Les Annales de l’I.H.P., Probabilités et Statistiques, sont une revue internationale publiant des articles originaux en français
et en anglais. Le journal publie des articles de qualité reflétant les différents aspects des processus stochastiques, de la statistique
mathématique et des domaines contigus.

A compter du 14 avril 2008, les Annales ont adopté le système EJMS pour soumettre et traiter les articles. Les auteurs sont
encouragés à utiliser ce système et peuvent y accéder à l’adresse http://www.e-publications.org/ims/submission/. Des informations
complémentaires se trouvent à http://www.imstat.org/aihp/mansub.html. Les soumissions par courriel à l’Editeur sont toujours pos-
sible en envoyant l’article sous forme de fichiers PDF ou TeX à l’adresse Ann.IHP.PS@math.univ-lyon1.fr. Les articles peuvent être
écrits en français ou en anglais. Sous le titre, les auteurs indiqueront leurs prénoms et noms ainsi qu’une désignation succincte de
leur laboratoire – notamment l’adresse. Afin de faciliter la communication, il est aussi souhaitable que les auteurs fournissent un
numéro de fax et une adresse de courrier électronique.

Les articles doivent être accompagnés d’un résumé précisant clairement les points essentiels développés dans l’article. Pour les
articles en français, l’auteur est invité à fournir la traduction en anglais de ce résumé. Pour les articles en anglais, l’auteur est invité
à fournir un résumé en français. Le comité éditorial pourra effectuer ces traductions le cas échéant.

Les références seront numérotées continûment, renvoyant à la liste bibliographique indiquant l’initiale du prénom + le nom de
l’auteur, le titre de la publication, le titre de la Revue, l’année, la tomaison ou le cas échéant le numéro, les pages de début et de fin
d’article et, dans le cas d’un livre, l’éditeur, le lieu et l’année d’édition.

Les articles acceptés pour publication sont considérés comme ne varietur. Les auteurs recevront une seule épreuve de leur article :
celle-ci devra être retournée à l’éditeur dans le délai maximal d’une semaine. Toutes modifications ou corrections excessives autres
que celles provenant d’erreurs typographiques peuvent être facturées aux auteurs. La publication des articles ou mémoires est gratuite,
la facturation des pages est optionnelle. L’auteur correspondant recevra un fichier pdf de leur article final par courrier electronique.

Les auteurs sont encouragés à préparer leurs manuscrits au moyen de l’un des logiciels Plain TeX, LaTeX ou AMS TeX. Un
support LATEX se trouve à l’adresse http://www.e-publications.org/ims/support/

The Annales de l’I.H.P., Probabilites et Statistiques is an international Journal publishing original articles in French or in English.
The Journal publishes papers of high quality representing different aspects of the theory of stochastic processes, mathematical
statistics and related fields.

Effective April 14, 2008, the Annales has adopted an Electronic Journal Management System (EJMS) for submission and hand-
ling of papers by the editorial board and reviewers for its journal. Authors are encouraged to use this system and should access
EJMS at http://www.e-publications.org/ims/submission/. Please see http://www.imstat.org/aihp/mansub.html for additional details.
Submissions will still be accepted via email in the form of a TeX or PDF to the Editor at Ann.IHP.PS@math.univ-lyon1.fr. Papers
may be written in French or in English. The authors give their name below the title, together with their current affiliation and address.
In order to facilitate communication, the authors should also provide a fax number and an e-mail address.

Articles should begin with a summary explaining the basic points developed in the article. For papers in English, the authors
should provide the translation in French of this summary. The Editorial committee will supply the translation if necessary. The
authors of articles in French should provide the translation in English of this summary.

References should be numbered, referring to the bibliography giving for each reference the initial and name of the author followed
by the title of the publication, the name of the Journal, the volume, the year, the pages of the article, and in the case of a book, the
editor, the place and year of edition.

Papers accepted for publication are considered as ne variatur. The corresponding author will receive email regarding proofs,
which should be sent back to the publisher within one week.

A charge may be made for any excessive corrections other than those due to typographical errors.
The publication of articles is free, page charges are optional. Every corresponding author will receive a pdf file via email of the

final article. Paper offprints may be purchased by using the IMS Offprint Purchase Order Forms below.
The authors are encouraged to prepare their manuscripts using Plain TeX, LaTeX or AMS TeX. A LaTeX support page is available

at http://www.e-publications.org/ims/support/

http://www.e-publications.org/ims/submission/
http://www.imstat.org/aihp/mansub.html
mailto:Ann.IHP.PS@math.univ-lyon1.fr
http://www.e-publications.org/ims/support/
http://www.e-publications.org/ims/submission/
http://www.imstat.org/aihp/mansub.html
mailto:Ann.IHP.PS@math.univ-lyon1.fr
http://www.e-publications.org/ims/support/


• Editors-in-chief
Grégory Miermont, École Normale Supérieure de Lyon
Christophe Sabot, Université Claude Bernard Lyon 1

• Editorial Board
S. Arlot, Université Paris-Sud
V. Baladi, LPSM (CNRS and Sorbonne Université)
G. Blanchard, Weierstrass Inst., Berlin
P. Bourgade, New York Univ.
P. Caputo, Università Roma Tre
F. Caravenna, Univ. Milano-Bicocca
B. Collins, Kyoto University
I. Corwin, Columbia University
F. Delarue, Université de Nice Sophia-Antipolis
H. Duminil-Copin, Institut des Hautes Études Scientifiques
F. Flandoli, Univ. of Pisa
M. Hairer, Imperial College London
M. Hoffmann, Univ. Paris-Dauphine
M. Hofmanova, Bielefeld University
Y. Hu, Université Paris 13
P. Mathieu, Univ. de Provence
A. Nachmias, Tel Aviv University
J. Norris, Cambridge University
G. Pete, Technical Univ. of Budapest
V. Wachtel, Universität München
H. Weber, Univ. of Warwick
L. Zambotti, Sorbonne Université (LPSM)

Indexations: Current Contents (PC&ES), Zentralblatt für Mathematik, Inspec, Current Index to statistics,
Pascal (INIST), Science Citation Index, SciSearch®, Research Alert®, Compu Math Citation Index®. Also
covered in the abstract and citation database SCOPUS®.


